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مقدمة 

الحمد لله رب العالمين والصلاة والسلام على أشرف المرسلين سيدنا 
ونبينا محمد بن عبد الله ## وعلى آله وصحبه والتابعين إلى يوم الدين 

E‏ العلوم الاقتصادية والإدارية والمالية تطوراً كبيراً فى 
السنوات القليلة الماشية ويرجع ذلك إلى التط ور والتقدم التكنولى 
الهائل» واستخدام الحاسوب في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
والمالية» فقد أصبح التحليل الكمي هو السمة الغالبة على كافة البحوث في 
هذه رك العالم المتقدم» وقد نكون غير مبالغين إذا قلنا أنه قلما 
تجد مقالاً أو بحثاً منشوراً في المجالات العلمية العالمية المتخصصة يخلو 
من استخدام أساليب التحليل الكمي. 

بل أن أساليب التحليل الكمي التي تستخدم في التحليلات الاقتصادية 
والإدارية والمالية قد تطورت تطوراً كبيراً خلال السنوات القليلة 
الماضية؛ إلا أن اعتماد الباحثين في العالم العربي على استخدام أساليب 
التحليل الكمي في هذه العلوم مازال محدوداًء مما جعل معظم الأبحاث 
تتصف بالوصفية والبعد عن الجوانب التطبيقية والتحليلات الكمية. 

وحيث أن معظم المتغيرات الاقتصادية والإدارية والمالية هي متغيرات 
كمية تربط فيما بينها علاقات داليةء فقد أصبح استخدام الأساليب الكمية 
ضرورة لا غنى عنها إذا ما أردنا التعبير عن هذه العلاقات بدقة ووضوح. 

وهذا الكتاب لا يتناول فقط مجرد مبادئ التحليل الكمي وإنما يتعمق في 
ا تعر لقو ی ےا ا 
الرياضية الكمية» كما يعطي العديد من التطبيقات لكل من هذه الأساليب 
في المجالات المختلفة للعلوم الاقتصادية والإدارية والمالية. 

ويتمتل الهدف الأساس لهذا الكتاب :في تزويد القارئ والدارس 
بالمعالجة الكمية الحديثة للعديد من هؤلاء الطلاب الذين لديهم معرفة 
متواضعة بالأساليب الجدية والرياضية؛ كما أن الاستخدام المضطرد 
للأساليب الكمية في مجال التطبيقات الاقتصادية والإدارية والمالية 
والمحاسبية قد وفر الكثير من الوقت والجهد على متخذي القرارات» 
عند ذات الوقت على الحصول على نتائج تتسم بقدر كبير من 

قه 


5 


مقدمة 
وتؤثر أساليب التحليل الكمي بشكل مضطرد في حياتنا اليومية؛ كما أنه 
يمكن استخدامها في جميع المشاكل بغض النظر عن كونها كمية أو 
وصفية» ولقد ظهر هذا الاهتمام المتزايد باستخدام أساليب التحليل 2 
منذ أن أصبحت جائزة نوبل تمنح لبعض الباحثين في هذا المجالء فلقد 
حصل كل من Koopmans & Kantorvich‏ على جائزة نوبل في الاقتصاد 
عام 1975 بعد الإضافة العلمية الكبيرة التي قدماها باستخدام أساليب 
البرمجة الخطية في بعض المشاكل الاقتصادية والإدارية المعقدة. 
ونأمل أن يفيد هذا الكتاب قارئه سواءً كان طالباً أو باحثاً في استخدام 
أساليب التحليل الكمي لفهم وصياغة وحل المشاكل الاقتصادية والإدارية 


والله ولي التوفيقء 
المؤلفان 


الباب الأول 


الكمي للعلاقة بين المتغيرات 
الاقتصادية 


٠‏ الفصل الأول: تحليل التعادل 
٠‏ الفصل الثاني: الدالة التربيعية 
٠‏ الفصل الثالث: الأمثلية للدوال الاقتصادية 


تحليل التعادل 
Break Even 5‏ 


77 yan rm 


الفصل الأول 
تحليل التعادل 
Break Even 0 15‏ 


1- مفهوم تحليل التعادل: 

في معظم الأحيان تكون العلاقة بين عدد الوحدات المنتجة والتكاليف 
الإجمالية لها علاقة خطية» كذلك العلاقة بين عدد الوحدات المنتجة أو 
المباعة والإيراد الكلي» فإذا ما زادت التكلفة عن الإيراد ينتج عن ذلك 
خسارة» أما إذا زاد الإيراد عن التكلفة فإن ذلك يعني تحقيق ربح» وفي 
الحالة التي تتساوى فيها التكلفة مع الإيراد فإن ذلك يعني عدم تحقيق ربح 
أو خسارة وتسمى هذه الحالة بنقطة التعادل ممم مومه ه٥8‏ والتي 
يتقاطع عندها الخط المستقيم الذي يمثل التكلفة الكلية مع الخط المستقيم 
الذي يمثل الإيراد الكلي» فهي بذلك تمثل النقطة التي تعب عن الحجم أو 
الكمية التي تُغطي فيها التكاليف الكلية (ثابتة ومتغيرة)» وتسمى انيا 
بنقطة التو .(Equilibrium Point) jjl‏ 

وبذلك فإن تحليل التعادل يساعد في تحديد حجم الوحدات المنتجة أو 
المباعةء أي تحديد حجم المبيعات الذي يجعل المنتج استثماراً مربحا. 
ويهدف تحليل التعادل إلى إيجاد النقطة -بالمبالغ أو بالوحدات- التي 
تتساوى فيها التكاليف الكلية مع الإيراد الكلي» أي: 70 = 1 

ويستخدم تحليل التعادل في تخطيط الإنتاج أو الخدمات» حيث أنه 
يهدف إلى تحديد عدد الوحدات (حجم المخرجات أو مستوى النشاط) الذي 
تتساوى فيه الإيرادات الكلية مع التكاليف الكلية وبذلك فهو يهدف إلى 
تقدير الأرباح المحتملة أو الخسائر المحتملة لمنتج ما. 


2- تصنيف التكاليف حسب علاقتها بحجم النشاط 
1 : بحجم 
تنقسم حسب علاقتها بحجم النشاط إلى: 


Fixed Cost (FC) التكاليف الثابتة:‎ -1-2 


وهي تمثل التكاليف التي تنفق بغض النظر عن حجم الإنتاج» أي أنها لا 
تتغير بتغير حجم الإنتاج (ثابتة) وهذه التكاليف تظل ثابتة إلى مستوى 
معين من حجم الإنتاج وتتصف هذه التكاليف بأنها ثابتة بالنسبة لحجم 


١‏ حل امعان 


الإنتاج الإجمالي ومتعيرة ة بالنسبة للوحدة الواحدة (فكلما زاد حجم الإنتاج 
ال نصيب الوحدة الواحدة من نقلي 3 ومن أمثلة التكاليف 
والشكل التالي يوضح سلوك التكاليق الثابتة الإجمالية (الكلية): 


شكل (1) يوضح التكلفة الثابتة الإجمالية (الكلية) 
والشكل التالي يوضح سلوك التكلفة الثابتة للوحدة الواحدة. 
التكاليف الثابتة 
(FC)‏ 


1000 
800 
600 
400 
200 
حجم الجا 600 500 400 300 200 100 0 


شكل (2) يوضح التكلفة الثابتة للوحدة الواحدة 


الباب الأول - الفصل الأول 0 


2-2- التكلفة المتغيرة : Variable Cost (VC)‏ 
هي التكاليف التي تتغير بتغير حجم الإنتاج فتزداد بزيادة الإنتاج 
وتنخفض بانخفاض حجم الإنتاج وتندثر أو تتلاشى (تساوي صفرا) في 
حالة التوقف عن الإنتاج» وهي تمثل نصيب الوحدة الواحدة من التكاليف 
المتغيرة الكلية أي أنها تكاليف ثابتة ة للوحدة الواحدة (على مستوى الوحدة) 
ومتغيرة بالنسبة لإجمالي حجم الإنتاج ومن الأمثلة على التكاليف المتغيرة 
تكلفة المواد الخام» الأجور. 


Total Variable Cost (IVC) التكلفة المتغيرة الكلية‎ -3-2 

ورهن ل حال دري موا ا اام الت ر 
(التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة) في عدد الوحدات. 

أي أن: 

التكلفة المتغيرة الكلية = التكلفة المتغيرة للؤحةة الواحدة #زبحجم 
الإنتاج. 

TVC = VC x 0‏ 
هكن القسبين عن التعاليف المتغيرة من حاذل الشكل. الكالي. 
التكاليف المتغيرة 


350 
300 
250 
200 IO 
150 
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Q 
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شكل (3) يوضح التكلفة المتغيرة الكلية 


١١‏ حل امعان 


Total Cost (TC) التكلفة الكلية‎ -4-2 


هي تمثل إجمالي ما تنفقه المنشأة من أموال في سبيل إنتاج حجم معين 
من الإنتاج (الوحدات) أي أنها دالة في حجم الإنتاج (تتغير بتغير حجم 
ار ع ل تكلفة رة الشاء #مساعات اهل بار ادا 
مصاريف الكهرباء وعليه: 


التكلفة الكلية = التكلفة الثابتة + التكلفة المتغيرة الكلية 


TC = FC + TVC 
- FC + VC(Q) 


والشكل التالي يوضح التكاليف الكلية. 


التكاليف الثابتة (150) 


0 100 200 8300 400 500 600 700 


شكل (4) يوضح التكلفة الكلية 
5-2- التكلفة المتوسطة: Average cost (Ac)‏ 


شل تت ار ةا احدة يخ التكلقة ا 


الباب الأول - الفصل الأول اق 


التكلفة الكلية 
التكلفة المتو سطة = جم الإنتاج أي: 


TC 
Q 
التحليل الاقتصادي والرياضى للتكاليف:‎ -3 
والتكاليف‎ ۴٣ يتطلب تحليل التعادل تقدير ومعرفة التكاليف الثابتة‎ 


المتغيرة الكلية 75,: والإيراد الكلي 1۸. ثم بعد ذلك إيجاد ومعرفة 
العلاقات بينهم حيث أن: 


AC = 


Total Cost (TC) = FC + TVC 


Total Variable Cost (TVC) = VC x 0 


FC 
Average Fixed Cost (AFC) = a 
TVC 
Q 


Average Variable Cost (AVC) = 


TC 
Average cost (Ac) = — 


Q 


— _FC+TVC 
Q 
= E ل‎ 
Q Q 


= AFC + AVC 


Melos 
212 OS C= dQ 


© تحليل التعادل ' 


ويمكن توضيح ذلك من خلال الجدول التالي: 


جدول رقم (1) 
يوضح العاف بين اتواع التكاليف ا 


١ 


لكمية 
0 
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4- افتراضات تحليل التعادل: 

حيث أن تحليلٍ التعادل يهدف - تحديد اھ ااه ا 
ا بمعنى ى أنه يشير إلى النقطة TE‏ عندها التكاليف الكل م 
الإيراد الكلي. 

ويستند تحليل التعادل إلى بعض الافتراضات الأساسية التي تهدف إلى 
التسهيل من عملية التحليل. وفيما يلي أهم الفروض التي يستند إليها تحليل 
التعادل: 

أ- افترض أن عناصر الإيرادات والتكاليف تأخذ علاقة خطية. 

ب- سعر البيع لا يتغير مع تغير الكمية. 

د أن التكلفة الكلية تتكون من التكاليف الثابتة والتكاليف المتغيرة. 

ه افتراض عدم تغير (ثبات) التكلفة الثابتة في ظل الطاقة المتاحة. 

و- أن حجم الإنتاج هو العامل المؤثر المهم (وقد يكون الوحيد) في 
التكلفة. 

ز- لا يوجد تخزين» حيث أن عدد الوحدات المنتجة تباع بالكامل. 


الباب الأول - الفصل الأول 


ح- ثبات التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة من الإنتاج. 
5- تحديد نقطة التعادل: 
1-5- باستخدام الطريقة الرياضية: 
يفرض أن: 
:Q‏ تعبر عن حجم الإنتاج (عدد الوحدات المنتجة أو المباعة) خلال فترة 
زمنية. 
8: تعبر عن التكلفة الثابتة. 
: تعبر عن التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة. 
م: سعر بيع الوحدة. 
وبذلك فإن: 
1- الإيراد الكلي Total Revenue‏ 
يعرف بأنه إجمالي ما تحصل عليه المنشأة من أموال نظير بيع حجم 
معين من الإنتاج وبسعر معين. 


أي أن الإيراد الكلي هو محصلة ضرب السعر في الكمية المنتجة أو 
المباعة. 


.. الإيراد الكلي = السعر × الكمية 
أو 0 TR =Px‏ 


Total Cost (TC) التكلفة الكلية‎ 2 


TC=FC + TVC 


TC = FC + VC )©( 


لتحديد نقطة تحليل التعادل tہ¡ەP even‏ علوع:8 هي النقطة التي يتساوى 
عندها الإيراد الكلي (1۸) مع التكاليف الكلية (10): 


i.‏ عدو سور 


TR = TC أي:‎ 
PxQ =FC + TVC أو:‎ 
PxQ =FC + VC )©( 

=P x 0 - VC(Q) 
و دعم‎ © - VC) 


حيث أن ۾ تمثل حجم الإنتاج الذي يحقق نقطة التعادل (8۴) وحيث 
أن م تمثل سعر بيع الوحدة الواحدة» 7 تمثل التكلفة المتغيرة للوحدة 
الواحدة» فإن الربح من بيع الوحدة الواحدة (ء») وهو ما يطلق عليه عائد 
Contribution‏ 50856 » ويمكن التعبير عنه بالصورة: 
عدار = rc‏ 
وبذلك فإن حجم الإنتاج الذي يحقق التعادل ره) هو: 
FC‏ 
26 
وعائد المساهمة ع ح هو العائد الذي يستخدم لمقابلة التكاليف الثابتة 
وتحقيق الربح بعد تغطية كامل التكاليف الثابتة. 


QO = 


2-5- باستخدام الطريقة البيانية: 


يمكن إيجاد حجم الإنتاج الذي يحقق التعادل بواسطة الرسم البياني» 
حيث أن العلاقة بين حجم الإنتاج وكلآ من التكاليف الكلية والإيراد الكلي 
هي علاقة خطية»ء وبذلك فإن نقطة التعادل هي نقطة تقاطع الخط الذي 
يمثل دالة الإيراد الكلي مع الخط الذي يمثل دالة التكلفة الكلية. وبذلك فإن 
الخطوات التالية: 


الباب الأول - الفصل الأول 


1- تحديد دالة الإيراد الكلي 1۸ ثم رسمها بيانياً. 
2- تحديد دالة التكلفة الكلية 72 ثم رسمها بيانياً. 
3- نقطة تقاطع دالة الإيراد الكلي مع دالة التكلفة الكلية تمثل نقطة 
التعادل. 
ويمكن توضيح ذلك من خلال الشكل التالي: 
قيمة الويراد 


أو التكلفة 


Q 
الإنتاج‎ 


0ع 70 60 50 40 30 20 10 0 


شكل (5) يوضح تحليل نقطة التعادل 
6- تطبيقات على تحليل التعادل: 
مثال (1): إحدى المحلات الي تتعامل في الملابس الجاهزة؛ فإذا كانت 


التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة 1.05 دولار والتكلفة الثابتة 330 دولار» 
وكان سعر بيع الوحدة 2 دولار. 


المطلوب: 
1- ما هو عدد الوحدات الواجب بيعها حتى يمكن تحقيق ربح. 


2- إذا كان سعر بيع الوحدة ارتفع إلى 2.25 دولار فما أثر ذلك على 


حل لكان 


3 إذا كان عدد الوحدات المباعة هو 325 وحدة» فما هو السعر الذي 
يجب البيع به حتى لا تتحقق خسائر. 
خطوات الحل: 
المعطيات: 
- التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة 070 = 1.05 دولار 
- التكلفة الثابتة 0 = 330 دولار 
سعر البيع م - 2 دولار 


فإن: 
التكلفة المتغيرة الكلية TVC = VC (Q)‏ 
0 1.05 = 
التكلفة الكلية TC =FC +TVC‏ 
0 1.05 + 330 = 
الإيراد. الكلي TR =Px<Q‏ 
20- 
1- عند التعادل (نقطة عدم تحقيق ربح أو خسارة) تتساوى التكلفة الكلية 
مع الإيراد الكلي. 
TR =TC‏ 


Q = 330 + 1.05 2 
Q - 1.05 0 = 2 


.95 0 - 0 


7 نے 
E‏ ا 


5 


وحده 


ويمكن تحديد نقطة التعادل من خلال العلاقة: 


FC 
.Q= Pp-VC 

30 30 
gg‏ ° دوم و -0ة 


معنى ذلك أنه عند بيع أقل من 347 وحدة فإن ذلك يعني تحقيق خسارة 
بينما في حالة بيع أكثر من 347 وحدة يعني تحقيق ربح. 


الباب الأول - الفصل الأول مال 


2- عندما يزداد سعر بيع الوحدة إلى 2.25 دولار فإن: 


TR = 2.25 Q 
TC = 330 + 1.05 © 
TR=TC 

2.25 0 = 330 + 1.05 Q 
2.25 0 - 1.05 = 0 


Q = 0‏ 1.20 
330 
فح ووو س التي 
90-00 


عند السعر الجديد 2.25 دولار فإن التعادل يتحقق عند بيع 275 وحدة 
فقط وهذا يوضح أثر زيادة السعر على نقطة التعادل. 
ويمكن تحديد نقطة التعادل من خلال العلاقة مباشرة: 


FC 
OE E 

30 30 
Q5 e E 3y ا‎ 


3- إذا كان عدد الوحدات المباعة 325 وحدة فما هو سعر بيع الوحدة (0). 
770 + 70 = 70 التكلفة الكلية.. 

0 1.05 + 330 = 
© ۶= جر الإيراد الكلي 

=P << 5 

= 325 P 


TR = TC 
325P = 1.05 0 + 0 
325- © بالتعويض عن‎ 
325 P = (1.05 x 325) + 0 
325 P = 341.25 + 0 
325 P= 5 
671.25 


دولار 2065 سد رم 
35 


ولذا فإنه عند سعر بيع 2.065 دولار للوحدة يمكن بيع 325 وحدة دون 
تحقيق ربح أو خسارة. 
حل آخر: يمكن تحديد سعر بيع الوحدة من خلال تطبيق العلاقة: 


بالضرب التبادلي 
(1.05 -2) 325 = 330 
(1.05- )325 _ 330 
325 325 
P۶ -1.05‏ = 1.015 


P¬=1.015 +1.05‏ 
دولار 2.065 = ۲ 
مثال (2): في إحدى توكيلات بيع الجرائدء فإذا كان سعر بيع الوحدة 2 
دولار» وأن تكلفة شراء الوحدة هي واحد دولار» وأن هذا التوكيل 
يتحمل تكلفة ثابتة تبلغ 200 دولار. 


المطلوب: 


الباب الأول - الفصل الأول 


1- تحديد التكلفة اليومية لشراء عدد (©) من الجرائد. 
2- الإيراد اليومي من بيع عدد (0) من الجرائد. 
3- تحديد نقطة التعادل جبرياً (رياضياً) وبيانياً. 
خطوات الحل: 
حيث أن: سعر البيع (م) = 2 دولار. 
التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة )۷٥(‏ = 1 دولار. 
التكلفة الثابتة 762 = 200 دولار. 
فإن: 
(1) التكلفة الكلية ع7 = التكلفة الثابتة + التكلفة المتغيرة الكلية 
TC = FC + TVC‏ 


(©)1 + 200 = 
0 + 200 = 
(2)الإيراد الكلي جه = السعر × الكمية المباعة 
0 »اط = TR‏ 
2Q‏ = 
(3) عند التعادل فإن: 
TR = TC‏ 
Q‏ + 200 = 20 
2Q - )0 = 0‏ 
0 = 0.:. 


معنى ذلك أنه لكي تتحقق نقطة التعادل فإنه يجب أن يبيع يومياً 200 
جريدة» وفي حالة بيع أقل من ذلك العدد تتحقق خسائر وفي حالة بيع أكثر 


5 0 200 
اا ا و 


BS‏ حل التعادن 


ويمكن الوصول إلى نقطة التعادل من خلال الرسم البياني كما يلي: 
حيث يتم رسم دالة الإيراد الكل «(TR)‏ ودالة التكلفة الكلية (TC)‏ 

ونقطة التقاطع تمثل نقطة التعادل. انظر الشكل البياني (6) أدناه. 
NAS‏ 


الإنتاج 


0ض 300 250 200 150 100 50 0 


شكل (6) يوضح تحديد نقطة التعادل بيانياً 
مثال 3: يفرض أنه في المثال السابق حدث زيادة في تكلفة شراء الجريدة 
الواحدة ليصبح 1.25 دولار وارتفعت التكلفة الثابتة لتصبح 225 دولار. 
المطلوب: ما هو عدد الجرائد الواجب بيعها يومياً لتحقيق أرباح؟ وإذا كان 
معلوم لدينا أنه من الممكن بيع 275 جريدة يوميا فما هو سعر البيع 
الواجب البيع به لضمان عدم تحقيق خسائر. 
خطوات الحل: 
المعطيات: 
- تكلفة شراء الجريدة الواحدة (70) = 1.25 دولار. 
- التكلفة الثابتة 50) = 225 دولار. 
- سعر بيع الجريدة م = 2 دولار. 
FC + TVC‏ 


FC + VC )©( 
= 225 + 1.25 0 


70 التكلفة الكلية 


الباب الأول - الفصل الأول 


© 2ام = 1R‏ الإيراد الكلي 
20 ع 
عند التعادل فإنه: 
TR=TC‏ 
0 + 225 = 20 
5 - 1.250- 20 
5 = @75. 


ر 0 
15 


وبالتالي يجب بيع أكثر من 300 جريدة يومياً لتحقيق ربح ويمكن 
الوصول إلى تقطة القعادل من خلال العلاقة التالية: 


VC‏ کے 

25 225 
ده = = = 
جريدة 200 چ حر = 0 


أما إذا كان من الممكن بيع 275 جريدة يومياً فما هو السعر الواجب 
البيع به حتى لا يمكن تحقيق خسارة فإن التكلفة الكلية. 
۲١ = 1.250 + 5‏ التكلفة الكلية 
بالتعويض عن )Q(‏ = 275 
T° = 1.25 )275( + 5‏ 


5 - 225 + 343.75 = 
۴×٩‏ = 72 الإيراد الكلي 


5/ا م - 
عند التعادل فإن: 
TR=TC‏ 
P = 568.5‏ 275 
دولار 2068 _ 308۰75 م 
275 


أي أنه يجب بيع الجريدة الواحدة ب 2.068 دولار حتى يضمن عدم 
تحقيق خسارة وذلك إذا كان من المؤكد بيع 275 جريدة يومياً. 


١١‏ حل لكان 


ويمكن الوضيول إلى ل من كلذف فن الماكقة: 


225 = 275)62-1.5( 
275 بالقسمةعلى‎ 
.818 = 2-5 
P=.818 +1.5 
P=2.068 دولار‎ 


Degree of operating leverage 7-درجة الرافعة التشغيلية‎ 


يستخدم تحليل التعادل (والذي يطلق عليه أحياناً تحليل التكلفة - الحجم 
- الربح) st - Volume - Profit Analysis)‏ ) كأداة لتحليل أثر الرافعة 
التشغيليةء وحتى يمكن توضيح العلاقة بين الرافعة التشغيلية والربح 
نفرض أن هناك ثلاث شركات ۸ , 8 , © مع وجود اختلاف في درجة 
الرافعة التشغيليةء وكذلك هناك اختلاف في خبرة الشركات الثلاثة. 

يفرض أن الشركة (۸) تستخدم معدات رأسمالية قليلة وتكلفة ثابتة قليلة 
ولكکن معدل التزايد في التكلفة المتغيرة يتزايد بسر عة ونقطة التعادل لهذه 
الشركة تكون عند مستوى نشاط منخفض مقارنتاً بالشركة (8)» فمثلاً 
بفرض أنه عند مستوى إنتاج 40000 وحدة فإن الشركة (8) تخسر 80000 
دولار» ولكن الشركة (4) تحقق التعادل» وبفرض أن الشركة (0) تستخدم 
درجة عالية من الآلية الحديثة أو التكنولوجيا الحديثة في الإنتاج وتستخدم 
تكاليف ثابتة مرتفعة» والتكلفة المتغيرة للوحدة تتزايد بمعدل بطيء 
(منخفض)» فإن الشركة (0) تكون نقطة التعادل لها أعلى من الشركة (خ) 
والشركة (8)؛ ولكن الشركة (ع) بعد أن تجتاز نقطة التعادل فإن الأرباح 
تتزايد بسرعة عن الشركتين () , (8). 

وتعرف درجة الرافعة التشغيلية بأنها نسبة التغير في الأرباح الناتج 
عن التغير في حجم المبيعات بمقدار وحدة واحدة. 

أي أن: 


ا 77 


نسبة التغير في الأرباح 


Percentage Change in Porfit 
Perantage Change in Sales 
_ 4/7 _ dr 5 0 
00/0 dQ r 
م افده هي مديوم م‎ 
دالة التكاليف ودالة الإيراد لكون في گل علاقة خطية.‎ 
ويتضح ذلك من خلال المثال التالي:‎ 
:)4( الشركة‎ 
يفرض أن سعر بيع الوحدة = 2 دولار.‎ - 
يفرض أن التكلفة الثابتة - 20000 دولار.‎ - 
يفرض أن التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة = 1.5 دولار.‎ - 
ويمكن تكوين الجدول التالي:‎ 


عدد الوحدات الإيراد الكلي 
TR Q‏ 


(10000) 50000 40000 20000 
0 80000 80000 40000 
10000 110000 120000 60000 
20000 140000 160000 80000 
3000 170000 200000 100000 
40000 200000 240000 120000 


ويمكن توضيح نقطة التعادل من خلال الشكل التالي: 


الإنتاج 
140 120 100 80 2 60 4 20 
الشكل (7) يوضح تحليل نقطة التعادل للشركة (م) 


وبذلك يتحقق التعادل للشركة (۸) عند مستوى إنتاج 40000 وحدة. 


الشركة (8: 
- يفرض أن سعر بيع الوحدة = 2 دولار. 
- يفرض أن التكلفة الثابتة - 40000 دولار. 
- يفرض أن التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة = 1.2 دولار. 
ويمكن تكوين الجدول التالي: 


عدد الوحدات الإيراد الكلي التكلفة الكليه الربح 
TC TR Q‏ 1 


64000 40000 20000 
88000 80000 40000 


11200 120000 60000 
136000 160000 80000 
160000 200000 100000 
184000 240000 120000 


ويمكن توضيح نقطة التعادل من خلال الشكل البياني التالي: 


الباب الأول - الفصل الأول 0 


الإيراد والتكلفة 


عدد الوحدات 140 120 100 80 60 40 20 


0 
الشكل (8) يوضح تحليل نقطة التعادل للشركة (8) 
وبذلك يتحقق التعادل للشركة (8) عند مستوى إنتاج 50000 وحدة. 


الشركة ©6): 
- يفرض أن سعر البيع للوحدة = 2 دولار. 
- يفرض أن التكلفة الثابتة = 60000 دولار. 
- يفرض أن التكلفة المتغيرة للوحدة = 1 دولار. 
ويمكن تكوين الجدول التالي: 
عدد الوحدات الإيراد الكلي التكلفة الكليه الربح 
TC TR Q‏ 0 


(40000) 80000 40000 20000 
(20000) 100000 80000 40000 


0 120000 120000 60000 
20000 140000 160000 80000 
40000 160000 200000 100000 
60000 180000 240000 120000 


ويمكن توضيح نقطة التعادل من خلال الشكل البياني التالي: 


BS.‏ حل امعان 


الإيراد والتكلفة 


عددالوحدات 140 120 100 80 


0 


الشكل (9) يوضح تحليل نقطة التعادل للشركة (©) 
من الجداول والأشكال السابقة يمكن توضيح درجة الرافعة التشغيلية 
فمثلا في الشركة 8 تكون درجة الرافعة التشغيلية عند 100000 وحدة تكون 
كمايلي: 
07/7 


d0/Q 
(41600 - 40000(/ 40000 _ 1600 0 


17 (102000 - 100000( / 0 1 2000 / 100000 
4 
2% 


DOL = 


رك 
حيث أن + تمثل الربح» © كمية المخرجات من الوحدات. 
ودرجة الرافعة التشغيلية يمكن أن تحسب عند أي مستوى من 
المخرجات» والتغير في المخرجات هو (00).» والتكلفة الثابتة هي دائماً 
مقدار ثابت» ويكون التغير في الربح + ل كما يلي: 
dr = dQ (P - VC)‏ 
م هي سعر بيع الوحدة» ۷٥‏ التكلفة المتغيرة للوحدة وعند أي مستوى 
مبدئي للربح فإن: 
r= Q (P - VC) - FC‏ 
وذلك فإن نسبة التغير في الربح تكون كما يلي: 
dr _ 40 )5-10(‏ 


r7 0(P-VC)-FC 


الباب الأول - الفصل الأول 20-7 


رق التكير في عم النكر نات 2 ا فن ةاعر في انر 


بالنسبة للتغير في حجم المخرجات أو مرونة الربح كما يلي: 
drlr _ 00 (P - 1١0 [0(P-VC) - FC]‏ 
00/0 00/0 
 24006-7© „ 9‏ _ 
dQ‏ )7 - 10 -طيار 
وبعد إجراء الاختصارات يمكن صياغة معادلة درجة الرافعة التشغيلية 
عند أي مستوى من المخرجات. 
O0(P -VC)‏ 
O(P-VC)- FC‏ 
درجة الرافعة التشغيلية عند أي مستوى من المخرجات: 


عدد الوحدات (سعر البيع - التكلفة المتغيرة) 


= عدد الوحدات (سعر البيع - التكلفة المتغيرة) - التكلفة 
الثابتة 


DOL= 


ويمكن تطبيق المعادلة السابقة على الشركة 8 عند مستوى إنتاج 
0 وحدة كما يلي: 
100000)2-1.2 _ 
B 100000 (2 - 1.2) -0‏ 
م _ 80000 _ 
40000 
بتطبيق المعادلة السابقة على الشركة (۸) عند إنتاج 100000وحدة كما 
يلي: 
(100000)2-1.5 _ 
A 100000 )2 - 1.5( - 0‏ 
5 
30000 


BS.‏ حل سدور 


بتطبيق المعادلة السابقة على الشركة (20) عند إنتاج 100000 وحدة كما 
بلي: 
Dol, = 100000 )2 - 1(‏ 
0 - (1 - 2) 100000 
م _ 100000 _ 
40000 
وهذا يعني أنه مع حدوث نسبة زيادة قدرها %2 في حجم إنتاج الشركة 
)٥(‏ -وهي تعتبر أفضل شركة من حيث الرافعة التشغيلية- سوف يزداد 
الربح بنسبة %5 بينما زيادة حجم الإنتاج في الشركة (4) -وهي شركة أقل 
من حيث درجة الرافعة التشغيلية- سوف يزداد الربح فقط بنسبة 03.3/. 
ومن خلال المثال السابق عن الشركات الثلاثة يتضح لنا أن الربح في 
الشركة (0) يكون أكثر حساسية للتغير في حجم المبيعات بينما الربح في 
الشركة (م) يكون نسبيا قليل الحساسية للتغير في حجم المبيعات» بينما 
الشركة (8) تكون متوسطة من حيث درجة الرافعة التشغيلية» فهي تقع بين 
الشركتين. 
تحليل التعادل يساعد على فهم العلاقة بين الحجم» السعر والتكلفة» فهو 
أيضاً يستخدم في التسعيرء رقابة التكلفة أو التحكم فيهاء والقرارات المالية 
الاخرى. 


الدالة التربيعية 
Quadratic Function‏ 


الباب الأول - الفصل الثاني r‏ 


الفصل الثاني 
الدالة التربيعية 
Quadratic Function‏ 


1- مقدمة 
معظم دوال العرض والطلب هي دوال غير خطية؛ ولكننا للتبسيط في 
التحليل قد اعتمدنا على دوال العرض والطلب الخطيةء ولإيجاد التوازن 


في نموذج سوق غير خطي» والتي كثيراً ما تتمثل فيه دوال العرض 
والطلب بمعادلات غير خطية من الدرجة الثانية سيتم اعتماد أساليب جديدة 


في التحليل؛ ولأنه من الممكن أن يكون العرض والطلب ممثلاً بمنحى 
المستقة متها هتل الاير اة الكلي والربح هي دوال غير خطيةء وفي هذه 


الحالة فإنه من الضروري التعامل مع هذه الظروف باستخدام دوال أكثر 
تعقيداء ومن أبسط الدوال غير الخطية ما يعرف بالدالة التربيعيةء وهي 


التي تأخذ الشكل التالي: 
F(x) = ax” +bx+c‏ 
F(x) = ax” + bx‏ 
F(x) = ax 2+‏ 
F(x) = ax‏ 
وتسمى هذه الدالة دالة من الدرجة الثانية» وتمثل بمعادلات من الدرجة 
الثانية (تربيعية)» حيث يكون أحد متغيراتها مرفوع إلى الأس اثنين» أما 
باقي المتغيرات مرفوعة للأس واحدء أما القيم () (ط) (ء) فهي ثوابت. 
2 حل المعادلات التربيعية: 
هناك عدة طرق لحل المعادلات التربيعية» وسوف يتم التعرض في هذا 
الفصل إلى طريقتين هما: الأول هي طريقة التحليل للعواملء أما الثانية 
فهي الصيغة التربيعية (القانون) ه11حسده1 Qi‏ وهي ما تعرف 
بالجذر المميز. 


SS.‏ الدالة التربيعية 

1-2- الحل الجبري للدالة التربيعية: 
أ- الطريقة الأولى: التحليل للعوامل: 

حيث يتم الاعتماد على أساليب التحليل المتعارف عليها رياضياً إما 
بأخذ عامل مشترك أو بتحليل الفرق بين مربعين أو بتحليل المقدار 
الثلاثي؛ كما بلي: 
مثال (1): 0 = ×9 - 3×7 
خطوات الحل: يأخذ عامل مشترك: ×3 فإن: 


3x (x - 3) =0‏ 
نون إما0 = (3-×) أو 0= 3x‏ 
×X=0 ..X=3‏ . 
وبذلك تكون نقاط الحل هي: [0,3). 
مثال (2): 0 = 18 - 2×7 
خطوات الحل: 
8 = 2% 
9= 
ول + x=‏ 
وبذلك فإن: 0 


مثال (3): 0 = 8 + ×6 - ضر 
خطوات الحل: يتم الحل عن طريق تحليل المقدار الثلاثي: 
0= (2 -2ز) (4 - )x‏ 
إما0 - (2 -:) أو )x-4(=0‏ 
2= 4= 
مثال (4): 0 = 15 - ×12 - 3×2 
خطوات الحل: بقسمة طرفي المعادلة على 3. 
X-4x-5 =0‏ 
تم تحليل المقدار الثلاثي. 


الباب الأول - الفصل الثاني اق 


)x +1( =0‏ (2-5) 
إما0 - (1+ع) أو 5=0- × 


کک 0-95 
مثال (5): 0= 9+ ×6 - × 
خطوات الحل: يتم التحليل 

)x- 3( )x-3( =0‏ 
نجد أن: لكوي 
3 = ور 
مثال (6): 4-0+مر2122-5 
خطوات الحل: 


لا يمكن إجراء التحليل لهذه المسألة حيث أنه يصعب التحليل إلى 
العوامل الأولية» ولذا فإنه يمكن القول بأن هذه المعادلة ليس لها حل. 
ب- الطريقة الثنائية: الحل باستخدام قانون المميز (النموذج 
التربيعي): 
حيث أن الدالة التربيعية تكون على الشكل: 
ax? + bx +c =0‏ 


حيث أن: 0) ,(ط) ,() ثوابت فإن: 
„b> - 4ac‏ +6-_ 
2a‏ 
مثال (1): باستخدام الجذر المميز حل المعادلة الآتية: 
0 =8 +عم تر 


camer EN) Ss. 


08+ - “هسل م - _ 


200 


36-2 +6+_ 
2 
4/. +6 
2 
2 _ 
2 
إما 
6-2 6+2 
2 2 5 - 2 


قيم × هي: 22 4 . 
مثال (2) حل المعادلة الآتية باستخدام الجذر المميز: 
12x-15 =0‏ - 3 


C=-15 , خطوات الحل:  3و , 12ط‎ 
-b + b2 - 4ac 
2a 
همد‎ ± 12 - 46 -15( 
26) 
_ 121 144+ 0 
6 
_ 1214 
6 
12+18 


6 
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إما Xx‏ أو 
18 - 12 18 + 12 
6 6 
6 - 30 
6 6 
57 5 
قيم × هي: (1-» 5 . 
مثال (3): باستخدام الجذر المميز حل المعادلة. 
0= 9+ 6- × 
خطوات الحل 
a=1‏ ب 0-9٠ ¢ b=-6‏ 
م - 7 ±„ 
2a‏ 
© 0ه - “هل مد 
200 
36-6 +61 _ 
2 
6+0 _ 
7 
ا xX‏ 
2 
... المعادلة لها حل واحد هو 3 = × 
مثال (4): باستخدام الجذر المميز حل المعادلة: 
2x2 - 5x + 4 =0‏ 


١‏ اا ار 
ممه - -b +± b2‏ _ 


2a 
„059+5 -4 2۵ 
2)2( 
_ 5± 25-2 
4 
_5±-7 
4 
حيث أن القيمة أسفل الجذر هي قيمة سالبة» وأنه لا يمكن حساب الجذر‎ 
لقيمة سالبة» وبالتالي فإن المعادلة ليس لها حل.‎ 
مما سبق يتضح لنا أن الدالة التربيعية عند حلها نواجه بإحدى الحالات‎ 
الثلاثة.‎ 


1- إذا كانت قيمة المميز (القيمة أسفل الجذر) موجبة بمعنى أن 
(0 < ء 44 - 52) يكون للدالة حلان» كما في المثالين (1» 0 

2- إذا كان قيمة المميز (القيمة أسفل الجذر) تساوي صفراً ب بمعنى أن 
(0 دع هه - (b”‏ کن للذالة بحل وحيدء كبا في المكال ری 

3- إذا كانت قيمة المميز (القيمة أسفل الجذر) سالبة بمعنى أن 
(0 > » م4 - 52) فإن الدالة ليس لها حلء؛ كما في المثال رقم (4). 


2-2- الحل البياني للدالة التربيعية: 
حيث أنه من السهل تمثيل الدالة الخطية بيانياًء حيث أنه يكتفي بنقطتين 
a‏ مح وي و IT‏ 
نحتاج إلى ما بين 5 إلى 10 نقاط حتى يكون الرسم معبرا عن شكل الدالة. 
مثال(): مثل الدالة التربيعية التالية بيانياً: : F(X) = 2X2‏ 
الحل: اريم ادال كر بيعي ية بيانياً نفرض عدة قيم ل × ثم قيم ر المناظرة 


عندما × = 0 فان 0= ر 
عندما ×= 1 فإن 2= ر 
عندما × = 2 فان 8= ر 
عندما ×= 3 فان 18=ر 
عندما × = 1- فان 2= ر 
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عندما × = 2- فان 0-8 


عندما × = 3- فان 0-18 
يتم وضع النقاط في الجدول التالي: 


TIES‏ تانق يخت| ضف 


229 35 01 36 ل 5 لك 2 لك كك هد E‏ 
ويم رسم هذه النقاط على الرسم البياتي كما يلي: 
Y‏ 


¥- 
شكل (1) 


مثال (3): مثل الدالة التربيعية التالية بيانياً. 


5 + 27 - = ر 


لرسم الدالة التربيعية بيانياً يتم إيجاد عدة نقاط وذلك بفرض قيم ل (») ثم 
إيجاد قيم (:) المناظرة كما يلي: 


xl | 2| | 0 0 1 N 2 | 3 | 


Si‏ الال الرس 


2 


¥ - 
شكل (2) 
يلاحظ من الشكلين السابقين ما يلي: 
-تأخذ الدالة التربيعية شكل (ں) إذا كانت قيمة (م) معامل 2 موجبة. 
-تأخذ الدالة التربيعية شكل (ہ) إذا كانت قيمة (م) معامل 2ر سالبة. 
وبناء على ما سبق فإنه يمكن تمثيل الدالة التربيعية بإتباع الخطوات 
التالية: 
الخطوة الأولى: تحديد شكل المنحنى الممثل للدالة التربيعية بناء على 
ر معامل ي حيث أن المنحنى سيكون له شكل (ں) إذا كانت 
(4) موح 
رمد او شكل کے کات قيمة ون ا رو 
.(a‏ 
الخطوة الثانية: تحديد نقطة تقاطع المنحنى مع المحور الرأسي (العمودي 
) وذلك بالتعويض عن قيمة 0 = × وبالتالي فإنه يتم الحصول على قيمة 
ف أي: = و حيث أن (ء) هي قيمة ثابتة. 
الخطوة الثالثة: تحديد نقاط تقاطع المنحنى مع المحور الأفقي ) وذلك 
بالتعويض عن قيمة 0 - رفيكون لدينا المعادلة التالية 
ax?” +bx+c=0‏ ثم الحل باستخدام التحليل للعوامل أو باستخدام 
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الجذر المميز نحصل على قيم (») التي تقطع المحور الأفقي» وهي 
.(X2 ‘Xı)‏ 

الخطوة الرابعة: إيجاد أعلى نقطة أو أقل نقطة» حيث أن المنحنى يكون 
متماثل» فإن النقطة التي تمثل الحد الأقصى أو الحد الأدنى يتم إيجادها 
بأخذ متوسط قيمتي (») السابقة إيجادهم في الخطوة السابقة وكما يلي. 


< بر 


0 


ثم بالتعويض في المعادلة لإيجاد قيمة ر. 
مثال (7): ارسم الدالة التربيعية التالية بيانياً: 
2 - ×8 + 2 - د بر 
خطوات الحل: 
1- تحديد شكل المنحنى الممثل للدالة التربيعية وذلك بالنظر إلى إشارة (م) 
نجد أن (م) سالبة (0 > م) ولذا فإن المنحنى يأخذ شكل نهاية عظمى 
٠ .)0(‏ 
2- تحديد نقطة تقاطع المنحنى مع المحور الرأاسي وذلك بوضع 0 = × 
نحصل على قيمة بر» فإن (12 = ر). 
3- تحديد نقاط تقاطع المنحنى مع المحور الأفقي وذلك بوضع 0 - ر ثم 


إيجاد قيم ×. 
0 = 8-12 + × - 
ثم الحل باستخدام التحليل للعوامل وكما يلي: 
)x-2( )x- 6( =0‏ 
إما6 = × أو: 22 


أو يمكن الحل باستخدام الجذر المميز كما يلي: 
C=-12 , b=8 , a=-1‏ 
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4 - “هل + ه- _ 


20 
مت 828-40„ 
(1-)2 
64-8/ +1 8- _ 
ق 1 
6 +8-_ 
_ 
84-_ 
aT‏ 
8-4 4+ 8- 
0- 2= 
2 - 4- 
0- 2 
6 = 5- 


4- تحديد نقطة النهاية العظمى وذلك بأخذ متوسط قيمتي × السابق 
إيجادهم في الخطوة السابقة. 
4 - ¥26 
2 


ثم بالتعويض في الدالة الأصلية نجد أن: 
Y --)42 + 8)4 -2‏ 
=6 
30-8-4د ¥ 
| 4 | 6 | 2 | 0 | * | 
| 4 | 0| 0 ]2| 7 ا 


يكون الرسم كما يلي: 
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2 


-Y 
)3( شكل‎ 
تطبيقات اقتصادية على الدالة التربيعية‎ -8 


1-3- توازن السوق غير الخطي: 

كثيراً ما يفترض أن دوال الطلب والعرض تكون ± خطية وبناء على ذلك 
فإنه يتم الاعتماد على الطرق الرياضية في حل المعادلات الخطية وكان 

من أهمها طريقة الحذف أو طريقة التعويض أو استخدام المحددات أو 
استخدام المصفوفات وذلك لحل معادلتي العرض والطلب والوصول إلى 
الوضع التوازني حيث يتم تحديد السعر التوازني والكمية التوازنية. 

ولكن في حياتنا العملية كثيراً ما نجد بعض معادلات العرض والطلب 
غير الخطية ولذا فإننا سوف نستخدم أساليب الدالة التربيعية للتعامل مع 
الدوال غير الخطية للعرض والطلب بكل سهولة ويسر والأمثلة أن 
توضح ذلك. 
مثال (1): أوجد التوازن في سوق أحد السلع إذا علمت أن دالتى العرض 
والطلب لسلعة ما كما يلى: 

2+ ,140+ 02 -م 


5-0 
0+ ر100- 05 - م 
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عند التوازن فإن: 0 = Qs = Qa‏ 
حيث أن: 
Qua‏ < تمثل الكمية المطلوبة. 
Qs‏ “< تمثل الكمية المعروضة. 
© > تمثل الكمية التوازنية. 
وبذلك فإنه عند التوازن تصبح دالتى العرض والطلب كما يلي: 
p= 02 + 140 + 2‏ 
0 + 02-100 - دور 
وبذلك فإن عند التوازن يكون: 
Q7 + 140 + 22 -- )(02- 100 + 0‏ 
وذلك لأن كلا الطرفين مساوياً (م) 
وبإعادة ترتيب المعادلة وبمساواتها بالصفر نحصل على: 
0 - 240-128 + 202 
وهي معادلة غير خطية (تربي بيعية) ويتم حلها إما باستخدام التحليل 
للعوايل أو فاستخداء الجذر. الد وكما ا 
a22‏ ع Cs , bE‏ 


مم4 - “5ل + ه- _ 


20 


8 242 - 4)2( )-128( 
2(2) 
-24 + ./576 - 4 
4 
_ -24 + 0 
0 
_ -24+0 
4 
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0 
-24 + 40 -24 + 40 
Q = 4 Q = 4 
64 16 
©- 4 ©- 4 


Lm e E e‏ الس 
وبذلك فإن الكمية التوازنية تساوي (4) و لذ فا رك لت سلب لو انح تيمكن 
إيجاده بالتعويض في معادلة الطلب أو معادلة العرض كما يلي: 
في دالة العرض: 
2 + 140 + 02 دمر 
p = (4) + 14(4) + 22 = 4‏ 
أو دالة الطلب: 
p= 02-100 + 0‏ 
p = )4(2 - 10)4( + 150 = 4‏ 
وبذلك فإن السعر التوازني يساوي 94. 
مثال (2): إذا كان دالتى العرض والطلب لسلعة ما في أحد الأسواق كما 
يلي: 
11+ 0 -2-05م 
p= 02-2‏ 
المطلوب: أوجد السعر التوازني والكمية التوازنية 
خطوات الحل: 
بما أنه عند التوازن فإن: © = 5© = ۵۵ 
ولذا فإنه يمكن التعبير عن معادلتي العرض والطلب كما يلي: 
0+1 -02--م 
2+ 0,50- 02 دم 


وبحل المعادلتين معاً يكون: 


الدالة التربيعية 


-@2 - 0 +11= 0? - 0,50 +2 


٠ 1‏ إلتخا من الك العة ي بضرب المعادلة × 2. 


0= 0+18 - 40- 
ثم الحل باستخدام الجذر المميز كما يلي: 
بيه بن ا ر ا 
مه - “دار ه- ن 
2g‏ 
09 020-4„ 
)2(4 
1+8 1±_ 
8 
119 _ 
8 
17 
r‏ 
Q‏ 
7 
8 8- 
16- 
8- 
و2 ك 


مرفوض لأنه لا يمكن 
أن تكون الكمية بالسالب 


وبذلك فإن الكمية التوازنية = 2. 
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يتم التعويض في إحدى معادلتي العرض والطلب عن الكمية التوازنية 
للوصول إلى السعر التوازني كما يلي: 


دالة الطلب: 
p= 02-0 00+11‏ 
5 -02(2-2+11)-- 
أو دالة العرض: 
2 0,5 - 05 دم 
5 -2 +0,5)2- ”(2) = 
وذلك فإن الكمية التوازنية هي: 2 - 0 


2-3- دوال الإيراد الكلي والتكاليف الكلية والربح: 
قد تعرضنا في الفصل السابق -تحليل التعادل- لدوال الإيراد الكلي 
ودوال التكاليف الكلية ودالة الربح وكيفية تحديد نقطة التعادل؛ ولكن ذلك 
إذا كانت دوال الإيراد والتكاليف تأخذ شكل دالة خطية من الدرجة الأولى» 
ولكن إذا كانت دوال الاير اد والتكاليف والرد تأخذ شكل دوال غير خطية 
فإن التحليل السابق لا يصلح» ولذا فإننا نلجأ لاستخدام طرق أكثر تقدماء 
وفي هذا الفصل سوف نقوم بتحديد حجم الإنتاج الذي يحقق التعادل وحجم 
الإنتاج الذي يحقق أقصى ربح وكذلك حجم الإنتاج الذي يحقق أقل تكلفة 
إذا كأنت دوال الإيراد والتكلفة والربح من الدرجة الثانية (دوال تربي بيعية)» 
وااو ذلك نأخذ الأمثلة أدناه: 
مثال (1): إذا كانت التكلفة الثابتة )۴٥(‏ تقدر ب (96) وكانت التكلفة 
المتغيرة للوحدة الواحدة على الصورة التالية © + 48 - ۷٣‏ وكانت دالة 
الطلب على السلعة على الصورة التالية: © - 80 = ۲. 
المطلوب: 
1- استنتاج كل من دالة الإيراد الكلي (1) ودالة التكلفة الكلية (70) ودالة 
الربح (») بالنسبة لحجم الإنتاج ©. 


BS.‏ الال ار 


- حجم الإنتاج الذي يحقق أقصى ربح ممكن (حجم الإنتاج الأمثل). 
3- عند حجم الإنتاج الأمثلة أوجد 1 , ۷٣, ۸, 1٤‏ , ©/11. 
خطوات الحل: 
- دالة الإيراد الكلي (119) هي: 
00م ح 11 
0 (0 - 80( = 
“0 - 800- 
- دالة التكاليف الكلية (170) هي: 
FC +TVC‏ = 11 
FC + VC (Q)‏ = 
0 (0 - 48( + 96= 
7 + 480 + 96= 
r =TR -TC‏ 
7 - 480 - 96 - 07 - 0 80- 
6 - 320 + 02 2= 7 
يتم رسم دالة الربح كما سبق حيث أن: 
6 - 320 + 202 - =7 
٠‏ شكل المنحنى الممثل للدالة يأخذ الشكل ‏ حيث أن إشارة ۾ سالبة (0 > 
.(a‏ 
٠‏ تحديد نقطة تقاطع المنحنى مع المحور الرأاسي وذلك بوضع 0 = Q‏ 
فتكون: 96 - = 7 
٠‏ تحديد نقاط تقاطع المنحنى مع المحور الأفقي وذلك بوضع 0 -ريكون 
لدينا م مو و32 سي 2_ تم الحل باستخدام الجذر المميز: 
C=-96 , b=32 , a=-2‏ 
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b2 - 4ac‏ بن 


2a 
_ -32± 2(2 -4)-2( )-96( 
2 
_ -32± 1024-8 
-4 
_ -32± 6 
=4 
_ 016 
-4 
0 
-32 - 6 -32 + 6 
-4 -4 
-48 -16 
-4 -4 
=12 =4 


٠‏ تحديد نقطة النهاية العظمى وذلك بأخذ متوسط قيمتي × السابق إيجادهم: 
۾ _ 4 +12 
2 


7 --2 )8(” + 32)8( - 96 - 2 


وبذلك فإن النقاط هي: 
| 8 |12| 4 | 60 | © 
31 2 لكر 


ثم الرسم البياني: 


SS‏ الال الرس 


1 


شكل (4) 
من الرسم يتضح أن حجم الإنتاج الذي يحقق التعادل أي أن: 
TR - 0‏ أو أن 0= r‏ 


هو (4؛ 12) بينما حجم الإنتاج الأمثل الذي يحقق أقصى ربح هو (8) 
ويكون الربح يساوي 32. 


- (078 الإيراد الكلي: 
TC = 800 - 0“‏ 
6 = :8(2) - (80)8 = 
- (70) التكلفة الكلية: 


TC =96 + 480 + 7‏ 
TC =96 + 48(8) + (8)” = 544‏ 
بما أن (») الربح الكلي: 
=TR-TC‏ عر 
2 - 544 - 576= جر.:. 


أو: بالتعويض في دالة الربح نحصل على: 
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6 - 320 + 202-- جر 
2= 96 - (32)8 + ”(2)8 -= 


- (©07 التكلفة المتغيرة للوحدة: 


0 + هه = VC‏ 
6 = 8 + 48 = 
- (7570) التكلفة المتغيرة الكلية: 
(O)‏ 117-17 
0 (0 + 48) = 


8 = 8 (8 + 48( = 
مثال (2): إذا كانت دالة الطلب لسلعة ما على الصورة التالية: 
P=54-30‏ 
وكانت دالة التكلفة المتوسطة على الصورة: 


A0 
0 


المطلوب: 
1-أوجد دالة الإيراد الكلي (مح» دالة التكلفة الكلية 50) ودالة الربح (م) 
بالنسبة لحجم الإنتاج. 


2- ارسم دالة الربح ومن الرسم حدد: 
- حجم الإنتاج الذي يحقق التعادل. 
- حجم الإنتاج الأمثل الذي يحقق أقصى ربح ممكن. 
3- عند حجم الإنتاج الأمثل أوجد كل من: 
TVC, VC, AC, TC ,TR ,P‏ 
خطوات الحل: 
بما أن دالة الإيراد الكلي (1۸) هي: 
04-0 2 هي يوام - 11 
30 - 540 = 


١‏ الال الرس 


بما أن دالة التكلفة الكلية (10) هي: 
TC = Ac (OQ)‏ 
78 
0 رح + 0 -22) = 
0 
8 + 02 - 220 = 
7r ١‏ 
8- ”0 + 220 - :302 - 540 = 
8 - 320 + ”20- = 
ولرسم دالة الربح نتبع الخطوات التالية: 
8 - 320+ 205 د 7.. 
أ- تحديد شكل المنحنى الممثل للدالة ويأخذ الشكل (ہ) حيث أن إشارة (ه) 
سالبة (0 > 4). 
8 =7 
ج- تحديد نقاط تقاطع المنحنى مع المحور الأفقي وذلك بوضع 0= 7 
يكون لدينا: 
0 -202+320-78- 
ثم الحل باستخدام الجذر المميز: 
a= 2‏ , 32 -ط , 78-- © 
ثم بالتعويض: 
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0 -b+ b> - و4‎ 


20 
(وج + - 0622 لفون 
®2 
4 -1024/ ± 32- _ 
4- 
0 32±- _ 
4- 
0 -_ 
4- 
0 
0 + 32- 32-0- 
4- 4- 
2- 52- 
4- 4- 
و 3- 


د- تحديد النقطة التي تمثل النهاية العظمى وذلك بأخذ متوسط قيمتي © 
السابقة أي: 


بالتعويض في الدالة نحصل على قيمة 0). 
0 = 78 - (32)8 + ”(2)8- = 7 
تكون نقاط الرسم هي: 
| 8 131 ]| 3 |0| © )| 
1350 731ص 


ثم الرسم: 


را الدالة التربيعية 


1 


شكل (5) يوضح أعظم ربح للدالة التربيعية 

من الرسم السابق يتضح أن: 
- حجم الإنتاج الذي يحقق التعادل هو (13 » 3). 
-حجم الإنتاج الأمثل الذي يحقق أقصى ربح هو (8). 
- أقصى ربح هو 50 -. 
-عند حجم الإنتاج الأمثل فإن م: 

0- (54-3)8 دم 
- عند حجم الإنتاج الأمثل فإن 1: 

TR = 540 - 3)0( 

0 = ”(8) 3 - (54)8 = 
- عند حجم الإنتاج الأمثل فإن: 

70-220 - (0)” -8 

= 22)8(- )8(” + 78-0 

- عند حجم الإنتاج الأمثل فإن الربح ۾ هو: 
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77-60 د r‏ 
50 = 190 - 240 = 
أو 
8 - 320+ ”20-= 7 
0 = 78 - (32)8 + ”(2)8- = 
- عند حجم الإنتاج الأمثل فإن ۸٥‏ هي: 


78 
AC - 22-60 + 
0 


- 22-8 + 22 - 75 


- عند حجم الإنتاج الأمثل فإن 17 هي: 
VC - 22- 0- 22- 8 -4‏ 
- عند حجم الإنتاج الأمثل فإن :1۷٣‏ 
TVC = 220 - )05 - 22 )8( - )8(* -2‏ 


n س‎ 
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الفصل الثالث 
الأمثلية للدوال الاقتصادية 
Optimization of Economic Functions‏ 

1- مقدمة: 

سوف نركز اهتمامنا في هذا الفصل على الوضع الأمثل للوحدة 
الاقتصادية. حيث تسعى الوحدة الاقتصادية إلى الوصول إلى ذلك الوضع 
الأمثل» ومن أهم المعايير المعروفة في علم الاقتصاد للوصول إلى الوضع 
الأمثل هو هدف التعظيم» سواء كان تعظيم الربح أو تعظيم منفعة 
المستهلك أو تعظيم الإيرادء وأحياناً يكون الهدف تخفيض التكاليف. 

ويقال أن للدالة 7 = ر نهاية عظمى عند النقطة ,× = × إذا كانت قيمة 
الدالة عند النقطة ,× أكبر من قيمتها عند كل نقطة في مجال معين يضم 
النقطة 26 ويقال أن للدالة 200 = ر نهاية صغرى عند النقطة ور = × اذا 
كانت قيمة الدالة عند النقطة × أصغر من قيمتها عند كل نقطة أخرى في 
2- الأمثلية للدوال الاقتصادية ذات المتغير الواحد: 

تظهر أهمية دراسة الأمثلية للدوال الاقتصادية ذات المتغير الواحد من 
خلال التحليل الساكن المقارن» حيث أن هذا التحليل يقوم على أساس 
مقارنة الدالة قبل وبعد التغيرء ومن الدوال التي تنطبق عليها هذه الحالةء 
دالة الإيراد الكليء دالة التكلفة الكليةء دالة التكلفة المتوسطة» دالة الربح» 
دالة الإنتاج وتعتمد الأمثلية للدوال الاقتصادية على دراسة المشتقات 


الأولى والثانيةء ومن ثم شروط النهايات العظمى والصغرى. 
المتغير الواحد كما بی 
1-2- الشرط اللازم للنهايات: (Necessary Conditon)‏ 

- إذا كانت قيمة دالة ما 200 = ر عند النقطة × = × نهاية عظمى أو 
نهاية صغرى فإن المشتقة الأولى للدالة (المعامل التفاضلي الأول) عند 
هذه النقطة يساوي صفراً. أي أن: 


i.‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


F(X) =0 او:‎ 


2-2- الشرط الكافي للنهايات: (Sufficient Condition)‏ 
إذا كانت المشتقة الأولى للدالة («)7 = بو تساوي صفراً (الشرط اللازم 
للنهايات) كما يلي: 
له 
dx‏ 
فن الدانة گن تیا اة عقي ف النقطة يوت ع ]ذا كانت اة 
الثانية للدالة أقل من الصفر (سالبة). 


2 
dy <0‏ 
dx‏ 
وتكون الدالة عند نهاية صغرى إذا كانت المشتقة الثانية أكبر من 
الصفر (موجبة) كما يلي: 
2 
0> ل 
dx‏ 
ويمكن تلخيص ما سبق فيما يلي: 
إذا كان لدينا الدالة: 700 = y‏ 


فإن هذه الدالة تكون عند نهاية عظمى إذا ما توافر الشرطان التاليان: 
1- المشتقة الأولى تساوي صفر أي أن: 
0 5 : 
0 ,زوه الشرظ اللازع) 
dx‏ 
2- المشتقة الثانية سالبة أي أن: 


2 
ده (وهو الشرط الكافي) 
dx‏ 


التاليان: 
ټال. 
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1 - المشتقة الأولى للدالة تساوي صفر أأي أن: 
م 4 (وهو الشرط اللازم) 
dx‏ 
2- المشتقة الثانية للدالة موجبة أي أن: 


2 
< (وهو الشرط الكافي) 
dx‏ 


Necessary 


Condition 
الشرط الكافى‎ 
Sufficient 

Condition 


3- تطبيقات رياضية على الدوال الاقتصادية ذات المتغير 
الواحد: 
1-3- دالة الإيراد الكلي ودالة التكلفة الكلية ودالة الربح: 
مثال (1) إذا كانت دالة الطلب لسلعة ما على الصورة التالية: 
4 - 30- دم 
راتت دال التعلفة القلية على الصور :: 
TC = 03 - 302 - 240 +0‏ 


المطلوب: 

1- أوجد حجم الإنتاج الذي يحقق أقصى إيراد كلي ممكن. 

2- أوجد حجم الإنتاج الذي يحقق أقل تكلفة كلية ممكنة. 

3- أوجد حجم الإنتاج الذي يحقق أقصى ربح ممكن. 

4- عند حجم الإنتاج الأمثل الذي يعظم الربح أوجد قيمة كل من التكلفة 
الحدية والإيراد الحدي. 


١‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


1- دالة الإيراد الكل 12 هي: 
0 - 11 
0 (24 + 30-) = 
240+ 302--1 


- إيجاد المشتقة الأولى: 


dTR 
———_-=-60 +24 
00 8 
مساواة المشتقة الأولى بالصفر لإيجاد قيم المتغير‎ - 
dTR 
كشك‎ 
66 ) 
-60 +24 =0 
-60 =-4 
-4 
ا‎ 
إيجاد المشتقة الثانية لاختيار الإشارة وكما بلي:‎ - 
027 
00 


- نجد أن قيمة المشتقة الثانية إشارتها سالبة وبذلك فإنه يكون لدالة 
الإيراد الكلي نهاية عظمى عندما (4 = ©). 
2- دالة التكلفة الكلية (10) هي: 
TC = Q° - 302-2400‏ 


- إيجاد المشتقة الأولى: 60+24 عن 
- مساواة المشتقة الأولى بالصفر وذلك لإيجاد قيمة المتغير. 
_ 410 
00 


0= 60-24 - ”30 
ثم الحل باستخدام الجذر المميز أو باستخدام التحليل للعوامل. 
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20 
24 ©ه- ± 106 _ و 
3 2 
36+8 6± _ 
6 
4 6± _ 
6 
8_ 
6 
Q‏ 
186 - 6+18 
6 6 
12- 24 
6 6 
2 = 4= 


مرفوض لأن قيمة © لا يمكن أن تكون سالبة 


الأمثلية للدوال الاقتصادية 


- إيجاد المشتقة الثانية لاختيار الإشارة وكما پلی: 


- بالتعويض في المشتقة الثانية عن قيمة © السابق إيجادها نجد أن: 
TC" - 6)4(- 6-8‏ 


نجد أن المشتقة الثانية”م7 موجبة وبذلك تتحقق أقل تكلفة عندما = 0) 
(4. 
3- دالة الربح م هي: 

r =TR-TC 


240-0 + 302 + 03 - 302 - 240 - 
480-0 + 03سدج.:. 


إبجاد المشتقة الأول 8 + 302- جر 
-مساواة المشتقة الأولى بالصفر (0 = '7) لإيجاد قيم المتغير. 
0 -302+48-- 
8- 302-- 
16 6 - 02 
ايحن 
تهمل القيمة السالبة وبذلك فإن: 4 - © 
- إيجاد المشتقة الثانية ”7 كما يلي: 
r" = 0‏ 
- بالتعويض عن قيمة © السابق إيجادها في المشتقة الثانية نجد أن: 
4- - (6)4- - "7 


نجد أن المشتقة الثانية سالبة وبذلك تتحقق النهاية العظمى للربح عندما = م) 
(4. 


الباب الأول - الفصل الثالث e‏ 


4- عند حجم الإنتاج الأمثل الذي يحقق أقصى ربح يتم إيجاد الإيراد 
الحدي والتكاليف الحدية. 
-الإيراد الحدي (01) يمثل المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلي بالنسبة 
لحجم الإنتاج. 
عندما 4 = م فإن: 0 (MR)‏ الإيراد الحدي 
MR =24- 6Q‏ 
MR= 24 - 6(4) =0‏ 
-التكلفة الحدية ٥(‏ تمثل المشتقة الأولى لدالة التكلفة الكلية بالنسبة 
لحجم الإنتاج. 
dTC‏ 


عندما 4 = 0 فإن: e‏ التكلفة الحدية 


MC =302 -60 - 4‏ 
MC= 342 - 6)4( -24- 0‏ 
وبذلك نجد أن عند حجم الإنتاج الأمثل هو الذي يحقق أقصى ربح 
ممكن نجد أن الإيراد الحدي يساوي التكلفة الحدية أي أن: ©/1 = MR‏ 
2-3 دالة التكلفة المتوسطة (40) 
مثال(1): إذا كانت التكلفة الثابتة بإحدى الشركات هي 100 = ۴٤٣‏ ودالة 
التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة هي: 
VC =0,010 - 0,8‏ 
المطلوب: أوجد حجم الإنتاج الذي يحقق أقل تكلفة متوسطة ممكنة ثم أوجد 
عند هذا الحجم من الإنتاج كل من .۸€٣ , M٣‏ 
خطوات الحل: 
-التكلفة الكلية 0 هي: 
TC =FC +TVC‏ 
0 )0,8 - 0,010( + 100 = 


..TC =100 + 0,0102 - 0,80‏ 
-التكلفة المتوسطة ۸٥‏ هي: 


الأمثلية للدوال الاقتصادية 


_TC _100+0,010% - 0,890 


AC 
0 0 
ع‎ +0 -08 
خطوات الحل:‎ 
AC' = 9 +001 -إيجاد المشتقة الأولى:‎ 
مساواة المشتقة الأولى بالصفر (0= 'ع4) لإيجاد قيمة المتغير.‎ - 
100 001-60 
100 
=1 
بإجراء | لضر ب التبادلي:‎ 
-0,0102 --0 
02-11 و0‎ 
0 = /10000 = 0 
AC -إيجاد المقتققة القانية:‎ 
Ac" 249 
0 


بالتعويض عن قيمة © السابق إيجادها نجد أن المشتقة الثانية: 
200 20 , 
Cl‏ 
1000000 )100( 
نجد أن إشارة المشتقة الثانية موجبة وبذلك تتحقق أقل تكلفة عندما - © 
100 
- عندما 100 = 0 فإنه یتم حساب كل من © ,110 


= ,0002 


الباب الأول - الفصل الثالث 0000 


A= + 0,010 - 08 


8- )100( 01, + 0 13 ڪڪ 


=1+1- 8 - 22 


(MC) = 41 
5 (التكلة‎ dO 
,02 0 - 8 
,02)100( - ,8 


2-2-8 - 2 


الحدية) 
وبذلك فإنه عند حجم الإنتاج الذي يحقق أقل تكلفة متوسطة فإن التكلفة 
المتوسطة تساوي التكلفة الحدية أي أن: .AC = MC‏ 
3-3- دولة الإنتاج (©): 
مثال (1): إذا كانت دالة الإنتاج بإحدى الشركات على الصورة التالية: 


Q = 327-01‏ 
حيث أن 1: عدد العاملين 
0: كمية الإنتاج 
المطلوب: أوجد عدد العاملين الذي يجعل الإنتاج أكبر ما يمكن. 
خطوات الحل: 
دالة الإنتاج )Q(‏ هي: 
QO = 312- 0,117‏ 


- إيجاد المشتقة الأولى ن وهي: 
2 - م - 42 و 
dL‏ 


-مساواة المشتقة الأولى بالصفر لإيجاد قيم المتغير. 


الأمثلية للدوال الاقتصادية 


0= '0 
بالتعويض: 0= 312 6L-‏ 
إذن : 0= L(6-,3L)‏ 
اما: 0-(31,-6) أو 0د[ 
6-031 
0 
3 


5 


-إيجاد المشتقة الثانية: .0.61 -6- "0.. 
بالتعويض في المشتقة الثانية عن قيمة © نجد أنه عندما 020 - 
6- - (0.6)20 -6 = "0 
أي أن نوع النهاية هي: سالبة نهاية عظمى. 
عندما 0 = Q‏ 
فإن 6 =(6)0,-6 = "0 
أي أن نوع النهاية هي: موجبة > نهاية صغرى » مرفوض 
نجد أن عندما 0 = 0 فإن قيمة المشتقة الثانية موجبة مما يعني أن هناك 
نهاية صغرى لدالة الإنتاج وهذا الحل مرفوض. 
وبذلك فإن عدد العاملين الذي يحقق أقصى إنتاجية عندما 20 = 1 حيث 
أن قيمة المشتقة الثانية سالبة وهي نهاية عظمى. 
مثال (2): إذا كانت دالة الإنتاج بإحدى الشركات على الصورة التالية: 
0,117 -312 = 0 
حيث أن 1: عدد العاملين. 
0: حجم الإنتاج 
المطلوب: أوجد عدد العاملين الذي يجعل متوسط إنتاجية العامل (21ه) 


أكبر ما يمكن» وعند هذا العدد من العاملين أوجد قيمة كل من , .17151 
APL‏ 


Average Productivity of Labout = APL حيث أن‎ 
Marginal Productivity of Labout = MPL 


الباب الأول - الفصل الثالث r‏ 


..دالة الإنتاج هي: 0,117 -312 = 0 
فإن الإنتاجية المتوسطة للعامل (451) على الصورة: 
دالة الإنتاج 
الأو يرصم 
E‏ 
E‏ 0,1 4 كذ Fa‏ 


.:. APL =3L-0112 
ثم تطبيق خطوات الحل:‎ 
إيجاد المشتقة الأولى ,451 كما يلي:‎ - 


APL' = 3-02 

- مساواة المشتقة الأولى بالصفر (.]2ه) أي أن: 
3-0210 
7 
5ك د 

2 
- إيجاد المشتقة الثانية ”م كما يلي: 

APL" - 2 


حيث أن قيمة المشتقة الثانية سالبة (0 > ,]5م) فإنه يكون هناك نهاية 
عظمى أي أن عدد العاملين الذي يجعل متوسط إنتاجية العامل أكبر ما يمكن 
هو 1=15. 

٠‏ الإنتاجية المتوسطة للعامل (۸۲1) هي: 

APL =3 (15) - 0,115) 
= 45 - 22,5 = 5 

٠‏ الإنتاجية الحدية للعامل 2151) هي المشتقة الأولى لدالة الإنتاج 

بالنسبة لعدد العاملين. 


™ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


d 
MPL _ 02 


dL 
MPL =6L-03L/ 


*(15) 0,3 - (6)15= 
٠. MPL = 90 - 67,5 - 5‏ 
وهذا يعني أنه عند عدد العاملين الذي يعظم متوسط إنتاجية العامل 
(يجعل متوسط إنتاجية العامل أكبر ما يمكن) فإن الإنتاجية المتوسطة 
تساوي الإنتاجية الحدية APL = NPL‏ 


4- الأمثلية للدوال الاقتصادية متعددة المتغيرات: 

كثيراً من الدوال الاقتصادية ما ترتبط بأكثر من متغير» فعلى سبيل 
المثال الكمية المطلوبة من السلعة لا ترتبط بسعر السلعة الأصلية فحسب 
وإنما ترتبط بأسعار السلع الأخرى سواء كانت بديلة أو مكملة» بالإضافة 
إلى دخل المستهلك وذوق المستهلك» وبالكائي نجد أن الذالة تكون على 


الصورة التالية: 
Qa = F(Pa, Po, Y, T)‏ 
حيث ان: 
.: الكمية المطلوبة من السلعة (ه) 
وط: سعر السلعة (ج) 
۴٥‏ سعر السلع الأخرى 
7: دخل المستهلك 
1: ذوق المستهلك 
لنفرض أننا لدينا الدالة التالية (و ب ۴ = جء حيث أن و ب »× متغيران 
مستقلان» ولكى تكون هذه الدالة عند نهايتها العظمى أو الصغرى يجب 
توافر الشروط التالية: 
1- الشرط اللازم: ٠‏ المشتقات الجزئية الأولى لهذه الدالة يجب أ ن تساوي 
صفراء أي أن: 
0 ۹ م _ 46 
dy dx‏ 


2- الشرط الكافي: أن تكون قيم المشتقات الجزئية الثانية للدالة عند القيم 
الحرجة كما يلي: 


077 reer جم‎ rj 


- أن تكون موجبة في حالة النهايات الصغرى أي أن: 


2 2 
dz dz > 0‏ 
dx dy‏ 
-أن تكون سالبة في حالة النهايات العظمى أي أن: 
2 2 
dz dz 20‏ 
dx dy‏ 


3- أما لمعرفة كون الدالة في حالتها المثلى عند النظر إليها من جميع 
الاتجاهات فيجب أن تكون قيمة حاصل ضرب المشتقات الجزئية الثانية 
ببعضها عند القيم الحرجة أكبر من قيمة مربع المشتقة الجزئية المتقاطعة 


أي ان: 
2 
dz 5 dz‏ 0521 
dx” |) dy? dy‏ 
ويمكن تلخيص شروط النهايات العظمى والصغرى للدوال ذات 
متغيرين (ر, ») + -7 
00 الأول 2 00 4 


الشرط الثاني چ 3 2 چ 
dy 2‏ ` 
EEE 1 Et‏ 
ا dx? | dy” dxdy dx? | d‏ 


خطوات الحل: 


إذا كان لدينا الدالة على الصورة (ر, ») ۴ =7 فإنه يلزم لإيجاد النهايات 
العظمى والصغرى اتباع الخطوات التالية: 
1- إيجاد المشتقات الجزئية الأولى. 


i. |‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


3 إيجاد المشتقات الجزئية الثانية. 
4- اختيار إشارة المشتقات الجزئية الثانية الرئيسية )ا لمشتقات الجزئية 
الثانية لكل متغير بالنسبة لنفس المتغير) 
« فاذا كانت المشتقات الجزئية الثانية الرئيسية 
dz dz 2‏ 
dx dy‏ 
تكون النقطة تمثل نهاية عظمى 
ه[13 كافك امات ال الثاتية الرقيسية 


2 
كدف 0< کج 
dx‏ 


تكون النقطة تمثل نهاية صغرى. 
ه أن يكون حاصل ضرب المشتقات الجزئية الرئيسية أكبر من مربع 


المشتقة المتقاطعة. 
dz) ( dz dz‏ 
dx dy dxdy‏ 
5- تطبيقات اقتصادية على الأمثلية للدوال الاقتصادية متعددة 
المتغيرات: 
مثال(1): 
إذا كانت التكاليف الكلية لأحد المصانع الذي ينتج نوعين من السلع على 
الصيورة الثالية: 


الباب الأول - الفصل الثالث 00-5 


TC = 202 + )07 - 600, - 500, + 0‏ 
المطلوب: أوجد حجم الإنتاج من السلعتين الذي يحقق أقل تكلفة ممكنة: 
خطوات الحل: 
1-إيجاد المشتقات الجزئية الأولى: 


0-0 4 _ 416 
dO,‏ 
0-50 وي d0‏ 
dO,‏ 
2- مساواتها بالصفر: 
= 40-60 
= 50-و20 
وبحل المعادلتين نجد أن: 
5= = ۵ 60 = ,40 
25 = ر0 50 = و20 
3- إيجاد المشتقات الجزئية الثانية: 
dTC dTC‏ 
0 - ,20 - 60 - 40 = 
d0 0 d0, 0,‏ 
2 2 
d 4 8‏ 
dO, 002,0‏ 
0 0 
dO?‏ ,000 
4- نجد أن المشتقات الجزئية الثانية الرئيسية وهي: 
dTC‏ 02706 ]6 
, موجبة أي أن: 
dQ? dQ;‏ 1 
d7TC dC‏ 


الأمثلية للدوال الاقتصادية 


وكذلك نجد أن حاصل ضرب المشتقات الجزئية الرئيسية أكبر حاصل 
ضرب المشتقات الجزئية الفرعية: 


x x 


dO” dO, | |400, d00, 
25 وبذلك تتحقق أقل تكلفة ممكنة عند إنتاج 15 وحدة من النوع الأول»‎ 
Q=25 ب‎ Q٫ =15 وحدة من النوع الثاني أي أن:‎ 


مثال(2): مصنع ينتج نوعين من الأجهزة الكهربائية (1» 2)» فإذا كانت 
دوال الطلب على الجهازين كما يلي: 


م | 1 ج 


262-40 = رم 
P, - 222 - 20‏ 


وكانت دالة التكلفة الكلية 76 للمصنع كما يلي: 
2 52 
TC = 07 + 02 + 20 OQ + 20 + 20, + 0‏ 
حيث أن: رط , وط تمثل أسعار السلعتين 
Q2 , Qı‏ تمثل كميات السلعتين 
المطلوب: أوجد كل من دالة الإيراد الكلي ودالة الربح بالنسبة لحجم 
الإنتاج. 
1-أوجد حجم الإنتاج الواجب إنتاجها من كلا الجهازين الذين يحققان أكبر 
ربح ممكن. 
2- أوجد قيمة كل من 7R,‏ , 1€ , 5. 
3- أوجد قيمة كل من ©31 , N۸‏ لكل نوع على حدة. 
خطوات الحل: 
1- إيجاد دالة الإيراد الكلي: 
TR =TR, +TR,‏ 
PQ,‏ + 80 = 
,0 (,20 - 222) + ,© )40 - 262( = 


TR = 2620 - 407 + 2220, - 20,‏ 
-إيجاد دالة الربح ». 


الباب الأول - الفصل الثالث 00-7 


7-0 - جر 
“,20 - ,2220 + 407 - ,2620 = 
0 - ,20- ,20 - ,0 20 - 0,7 - 07 - 
0 - 30,7 - 507 - ,0 ,20 - ,0 220 + ,2600 = 
2- لإيجاد حجم الإنتاج من كلا الجهازين لتحقيق أقصى ربح ممكن نتبع 
الخطوات التالية: 
- المشتقات الجزئية الأولى: 


اديوه نووم 2 
0 
07 

- 220-20 -6 
40, 0-60 


- مساواة المشتقات الجزئية الأولى بالصفر. 
0 - ,100- ,260-20 
0= ,60 -,220-20 


بعد إعادة ترتيبهم: 
)1( - = ,20 - ,100- 
2( -م- = ,60 -20- 
بحل المعادلتين معاً بطريقة الحذف نجد أن: 
Q2 = 0‏ 5 0 = 1© 
- إيجاد المشتقات الجزئية الثانية: 
dr dr‏ 
6- 220-20 - 0- ,260-20 = 
d0 00-100 d0, O, 6Q,‏ 
2 2 
d - -0 dr _ 2‏ 
dO, d00,‏ 
dr dr‏ 
6- ج 2 dO‏ 2 = 
d00, :‏ 
-نلاحظ أن المشتقات الجزئية الثانية الرئيسية أقل من الصفر وهي: 
dr dr‏ 
سالبة 0< 0< 


10 dO; 


BS.‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


E =» 
0 dQ, 00, 


وبذلك فإن حجم الإنتاج الذي يحقق أقصى ربح هو: 
Q = 30 , Qı = 0‏ 
-قيمة كل من 1۸ , 1€ , 1 
TR = 2620 - 407 + 2220, - 207‏ 
2307 - (222)30 + ”(4)20 - (262)20 = 
0 - 6660 + 1600 - 5240 = 
TR = 8500‏ 
TC = 07 + 0, - 20 0, + 20 +20, + 0‏ 
0 + (2)30 + (20) 2 (2)20()30 + ”(30) + 20(2) = 
300 + 60 + 40 + 1200 + 900 + 400 = 
TC = 2900‏ 
r7 =TR-TC‏ 
5600 = 2900 - 8500 = 7 .. 
أو يمكن التعويض في دالة الربح كما يلي: 
0 - ,507-30 - ,0 20 - ,2200+ ,2600 = 7 
0 - ”(3)30- ”(20) 5 - (30) (2)20 - (220)30 + (260)20= 


= 5200 + 6600 - 1200 - 2000 - 2700 - 0 
7 = 0 


4- أي الإيراد الحدي N۸‏ والتكاليف الحدية N٤‏ لكل نوع على حدة: 
MR‏ 


لل ,م 


الباب الأول - الفصل الثالث 0 


dTR 
MR = 
= 0 
MR, ر202-40-‎ 
-222-4)30( 
= 102 
dTR 
MR =— 
1 dQ 
MR, 2262-80 
-262-8)20( 
= 102 
MC 
dTc dTc 
MC == MC = 
1 20 : d@ 
-20 + و20‎ 2 = 20, + 0+2 
-2)20(+2)30( + 2 - 2)30(+2)20( +2 
= 102 = 02 
ممكن فإن:‎ 
10/9 = MRI 
MC: = MR: 


6- الأمثلية للدوال الاقتصادية متعددة المتغيرات المقيدة: 


عادة ما ترغب أي منشأة في تعظيم أرباحها وكذلك تخفيض تكلفتها 
ومن ثم أيضاً تعظيم إنتاجها إلا أن هناك بعض القيود التي تحول دون 
تحقيق هذه الأهداف مثل الإمكانيات المادية» الموارد البشرية» المواد الخام 
المتاحة؛ ... الخ. وبالنسبة لمستهلك ما يرغب في تعظيم منفعته من خلال 
استغلال بعض السلع والخدمات ويواجه أيضاً بعض القيود مثل أسعار هذه 


Bi.‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


السلع والخدمات أو دخله المتاح» ولإيجاد الحل الأمثل في مثل هذه 
الحالات نستخدم دالة لاجرانج. وتعتمد دالة لاجرانج على الخطوات 
التالية: 
- تحديد دالة الهدف والتي تأخذ الصورة التالية: 
لانم 25 Fs BS,‏ 
- تحديد دالة القيد والتي تأخذ الصورة التالية: 
G(Kı, X2, X3,.., Xn) = 0‏ 
حيث تشير 6 إلى رمز الدالة وإن (©) تشير إلى القيمة الثابتة: 
تم تحويل دالة القيد إلى دالة صفرية . 
G (Kı, X2, Xs, .., Xn) - C =0‏ 
- تحديد دالة لاجرانج وتأخذ الصورة التالية: 
[دالة القيد] 2 [دالة الهدف] 
کا 
حيث ۸ (لامدا) تمثل مضاعف لاجر انج. 
K9, K3...) = 2 [G(X XK, ,....X,)- ©‏ ,]1 ) ارط .:. 
-إيجاد المشتقات الجزئية الأولى لدالة لاجرانج: 
dL dL dL dL‏ 


dX, ` dX, ` ' ax, ` dA 


- مساواة المشتقات الجزئية الأولى بالصفر لإيجاد قيم المتغيرات أي: 
شك dL‏ كد 
dx, ` dX, "0‏ 


- إيجاد المشتقات الجز ية الثانية فإذا كان: 


dL dL 
aX; 


تكون النقطة نهاية صغرى. 
أما إذا كان: 


الباب الأول - الفصل الثالث 77 


dL dL 
dx} 


تكون النقطة نهاية عظمى. 
ماذا يقصد بمعامل لاجرانج (): 

يشير (2) معامل لاجرانج إلى درجة حساسية دالة الهدف للتغير الذي 
يحدث في قيمة ثابت القيد» أو هو مقياس لتلك الحساسية» حيث يمثل مقدار 
التغير في دالة الهدف نتيجة تغير ثابت قيمة دالة القيد بمقدار وحدة واحدة» 
وبذلك فإن معامل لاجرانج يكتسب الصفة الحدية بما يمثله من مقادير 
اقتصادية» وهو بذلك يلعب دوراً هاماً في تغير سلوك العديد من الدوال 
الاقتصادية. 

7- تطبيقات اقتصادية على الأمثلية للدوال الاقتصادية متعددة 
المتغيرات المقيدة: 
مثال(1): ينتج مصنع المنال للأجهزة الكهربائية نوعين من الأجهزة هما 
(1» 2) وكانت دوال الطلب على الجهازين على الصورة التالية: 
P - 30-30 + 20‏ 
P -10+50- 20‏ 
وكانت دالة التكلفة الكلية على الصورة: 
TC = 4000 -150, + 0,7 -1750, + 0,“ + 40, 0‏ 
المطلوب: 

1- استنتج كل من دالتى الإيراد الكلي (TR)‏ والربح () بالنسبة لحجم 
الإنتاج ,© , 02. 

2- باستخدام دالة لاجرانج أوجد قيمة (و0 , 1 0). الذين يحققان أقصى 
ربح ممكن للمصنعء علما بان المصنع يمكنه إنتاج 60 وحدة فقط من كلا 
الجهازين. 
خطوات الحل: 

-دالة الإيراد الكلي (110) هي: 


١‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


.. 17 =TR, +TR, 
=PQ, + BO, 
=(30 - 30, + 20,( 0, + )10+50,-202,( 0 
=300, - 302 +20 0, +100, + 50 0, - 7 
.. 71-300, -307 +70 0, +100, - 07 
-دالة الربح ۾ هي:‎ 
د جر‎ 77-760 
,ب,100+,0 70+ 305- 300 دع‎ - 20, 
-4000 +150 - 07 +1750, - 0, + 40 0 
.:. ج‎ = 450 - 407 + 1850, - 30,“ + 30, 0, - 0 
وبذلك فإنه لاستخدام دالة لاجرانج نتبع الخطوات التالية:‎ 
صياغة دالة الهدف  > تعظيم الربح.‎ - 
.:. دع‎ 450 - 402 + 1850, - 30,” + 30 0, -0 
صياغة دالة القيد:‎ - 
.. O01 + ج0)‎ = 0 
ثم تحويل دالة القيد إلى دالة صفرية:‎ 
01+ 02-60 =0 
-صياغة دالة لاجرانج‎ 
[دالة القيد] 2 - [دالة الهدف]‎ 
وبالتعويض:‎ 
= 450, - 40,7 + 1850, - 30,” + 30, 0, - 0 
-2 )0, + ©, - 60( 
= 450, - 407 + 1850, - 30,” + 30 ©, - 0 
-2 0, ب,20-‎ + 604 


- 
1 


الباب الأول - الفصل الثالث 0 


-إيجاد المشتقات الجزئية الأولى لدالة لاجرانج: 


dL 
كك‎ - 45-80, +30, - 4 
d0 O, +30» 
dL 

“185-69, +30, - 4 
d0, O, +30, 
dL 

gg 4 2+0 


- مساواة المشتقات الجزئية الأولى بالصفر: 
0= 4 - ,30+ 80 - 45 
0= 4 - ,30+ ,60 - 185 


0= 60 + ,0 - 0- 
إعادة ترتيب المعادلات السابقة: 
0 - - لم - )30 + 80- 
)2( ............ - = لم - 6Q,‏ - ,30 
)3( 60 ¬= ر@ - 0 - 


بحل هذه المعادلات معاً وذلك كما ول 
بحل المعادلتين (1» 2). 
45- ح 1 - ر30 + 80- 


5- -1 - ,60- 30 
4 ا اك 1 بالطر 
- 0 - ,90+ ,110- 2 


ثم بحل المعادلة رقم (3) والمعادلة رقم (4) معاً 


,3( ...60 سح و00 ¬ 0 - 
)4( - = (90 + ,110- 


بضرب المعادلة رقم (3) × و9 نحصل على: 


SS.‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


0- - ر90 - ,99 - 
0 = ,90+ ,110- 


0 = 200 - 
4- 
20 = - 0 
20 - 
بالجمع 
بالتعويض في إحدى المعادلتين (3) أو (4) نحصل على قيمة ره. 
0- - ,0 - 20 - 
40 = ,0 


ثم بالتعويض في إحدى المعادلتين (1)» (2) نحصل على قيمة .2: 
5- -2 - (3)40 + (8)20- 
5- =4 - 120+ 160- 


5 -= 4 - 40- 
5 
ددا 
وبذلك نجد أن: بل 0ك 0 و قدت :3 رود 


-إيجاد المشتقات الجزئية الثانية وكما يلي: 


dL 


= 45-80 +30, - 2 


1 


00,0, 
0 
00 


dL 


-185-60, +30, - 4 


2 


الباب الأول - الفصل الثالث اق ٠‏ 


وحيث أن المشتقات الجزئية الثانية الرئيسية وهي: 
لق dD‏ 
dO dO)‏ 
سالبة وبذلك يكون هناك نهاية عظمى عندما: 
Q@ - 40 , © =20 A‏ ,5= 


تهنا لها )0 
> 2 2 
dQ» 002‏ 40 
0 < (6-) (8-) 
مثال (2): مصنع منة الله لإنتاج السجاد ينتج نوعين من السجاد هي (1› 2) 
فإذا كانت دوال الطلب على النوعين على الصورة التالية: 
ر0 + 20 - 45 - 1 
20 - ,35+30 - بر 


وكذلك فإن: 


١‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


وكانت دالة التكلفة الكلية على الصورة: 
TC - 500 - 250, + 50, - QO, + 20 0‏ 

المطلوب: 

1- استنتج كل من دالتى الإيراد الكلي (18) والربح (م) بالنسبة لحجم 
الإنتاج ,© , و©. 

2- باستخدام دالة لاجرانج أوجد قيمة (:© , ,0). الذين يحققان أقصى ربح 
ممكن للمصنعء علما بان المصنع يمكنه إنتاج 40 وحدة فقط من كلا 
الجهازين. 

خطوات الحل: 
- دالة الإيراد الكلي (110) هي: 

117-78 +TR, 
=(45 - 20 + 0,( QO, + )35+30,-0 
-450 - 207 + 0 0, + 350, + 300, 0, - 20. 
.“.TR -450 -207 + 40 0, + 350, - 20 


الباب الأول - الفصل الثالث 0 


- دالة الربح م هي: 
79-70 حجر 
.20 - ,350 + ,0 40 + 207- 450 دع 
,0 20 - ,0 + ,50- 250 + 500- = 
0 - ,0 20 + ,© - ,300 + 207 - 700 = 7.. 
باستخدام دالة لاجرانج تحديد حجم الإنتاج من كلا النوعين لتحقيق 
أقصى ربح ممكن نتبع الخطوات التالية: 


- صياغة دالة الهدف: 
0 - ,0 ,20 + 0,5 - ,300 + 207 - ,700 دع 
- صياغة دالة القيد: 
Oı + Q2 = 40‏ 
ثم تحويل دالة القيد إلى دالة صفرية: 
0= 40 - و0 + 01 
-صياغة دالة لاجرانج كما يلي: 
[دالة القيد] ‏ 12 - [دالة الهدف] = ,[دالة 
لاجرانج 
..L= 700, - 207 + 300, - ©, + 20 0, - 0‏ 
(40 - ,0 + 0) 2- 


0 - ,0 20 + :0,7 - ,300 + 207 - ,700 ,1 
02 + ر0 2- 0 2- 


١‏ الأمثلية للدوال الاقتصادية 


-إيجاد المشتقات الجزئية الأولى لدالة لاجرانج: 


dL 

- 70-40 + 20, - 1 
d0 0+ 2Q, 
dL 

040 20 وت‎ 
d0, O, +20, 
dL 
ag 420 


- مساواة المشتقات الجزئية الأولى بالصفر: 
0 -2 - ,20 + 40 -70 
0 -2 - 20 + ,30-20 
0 - 40 + ,0 - 0- 
إعادة ترتيب المعادلات السابقة: 


60 - ثم - 20 + 40- 
0 =4 - ر200 - 20 
0 -= ,0 -0- 
ثم حل المعادلات معاً بطريقة الحذف أو بطريقة المحددات أو بطريقة 
المصفوفات» نحصل على قيم ,© , :© , ۸ كما يلي: 


20 = 600 , 20 -ح 00 , 30 - 7 
- إيجاد المشتقات الجزئية الثانية كما يلي: 


dL 
“ 70-40 +20, - 2 
d0 O, + و0‎ 


ا الباب الأول - الفصل الثالث مل 


لت فى وقد وم له 


وحيث أن المشتقات الثانية الرئيسية: 


2 2 
سالبة: وى يعي طم AE‏ 


وبذلك يكون هناك نهاية عظمى عندما 20 = 7 © , 20 = و0. 

dL‏ انف امه 

d0 | | d0 00,0 
)-4( )-2( < )27 


كذلك فإن: 


المحددات 
Determinants‏ 


٠ه‏ الفصل الأول: طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 
٠‏ الفصل الثاني: استخدام المحددات في حل المشاكل 
الاقتصادية والإدارية والمالية 


الفصل الأول 


المحددات 


Determinants Uses And 
Their Praonoertioes 


الباب الثاني - الفصل الأول r‏ 


الفصل الأول 
طبيعة و استخامات و خض انض المهددانة 


Determinants Uses And Their Properties 


(Concept of Determinants) مفهوم المحددات‎ -1 

المحدد هو عبارة عن شكل أو منظومة رياضية تشمل مجموعة من 
العناصر (الارقام أو الرموز) مرتبة في شكل صفوف وأعمدة؛ ويعكون 
دائما عدد الصفوف يساوي عدد الأعمدة -بمعنى أن المحدد يأخذ شكل 
مصفوفة مربعة دائماً»ء ويستخدم في حل بعض المشاكل الرياضية التي 
يمكن صياغتها في صورة معادلات خطية مثل إدارة الإنتاج» توازن 
السوق» توازن الدخل القومي» اختيار بدائل الاستثمار وغيرهما. 

محدد من الدرجة الثانية كما يلي: 


dı d2 


4= 


d> d22 
وتعرف الكميات رى بعناصر المحدد» حيث يشير الرمز () إلى الصف‎ 
الذي يقع فيه العنصرء بينما يشير الرمز ( إلى العمود الذي يقع فيه‎ 
العنصر.‎ 
محدد من الدرجة الثالثة كما يلي:‎ 


محدد من الدرجة الرابعة كما يلي: 


رکرو الخد من ارجا رن كنا بن 


طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 


5 
0 


d1 2 dn 
و4 وك‎ dn 
4 = dı روه °°° 555 ووه‎ 
dn1 dan2 dan 


2- إيجاد قيمة المحدد: 
1-2- إيجاد قيمة المحدد من الدرجة الثانية: 
إذا كان لا المخدة من الدرجة الثانية على الضورة 


0 0 
11 12 

0 م 0 
22 21 


] 45 


فإن قيمة المحدد |۸| هي: 
(ري4 X d2) - (@, 2 X‏ ,@( = ۸ 

أي أن: 

ف اة مدق ار ا كماو الفوق فين كاه ل حيرت 
الترعي). 
مثال(1): أوجد قيمة المحدد. 
1 

الحل: 

|A|=(2 x 4 - (1x3) 
= د م‎ 3 =5 

مثال(2): أوجد قيمة المحدد: 


الباب الثاني - الفصل الأول r‏ 


الحل: قيمة المحدد | ۸ | 
|A|=(2x 4 - )1-3(‏ 
8+3-1-(3) - 8 - 
مثال(3): أوجد قيمة المحدد: 


الحل: قيمة المحدد |۸| 


(2x -4( - 61‏ عام 
1--3 د 8 


2-2- قيمة المحدد من الدرجة الثالثة: 
إذا كان لدينا المحدد من الدرجة الثالثة على الصورة: 


فإنه يتم إيجاد قيمة المحدد من الدرجة الثالثة بإحدى الطريقتين. 


أ- طريقة الضرب القطري: 

حيث يمكن إيجاد قيمة المحدد من الدرجة الثالثة باستخدام طريقة 
الضرب القطري والتي تتلخص هذه الطريقة في إعادة كتابة العمودين 
الأول والثاني على يمين المحدد الأصلي ثم ضرب الأقطار الرئيسية 
وجمع حاصل الضرب جبرياً ثم ضرب الأقطار الفرعية أو الثانوية وجمع 
حاصل الضرب جبرياً ويقصد بالقطر الرئيسي هو القطر الذي ينحدر من 
اليسار إلى اليمين بينما القطر الفرعي هو القطر الذي ينحدر من اليمين 
إلى اليسار ولذا فإن قيمة المحدد هي: 


طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 


حاصل ضرب الأقطار الفرعية أو الثانوية 
فمثلاً إذا كان لدينا المحدد: 
و4 2@ ررك 
و42 2 dı‏ 


® ر روك 


ا ری القطردى ينم دف ا ایی 
A3 @ 1 42‏ رةه رك 
E 42 0‏ 42 
ا ا d31‏ 
X d> < A32)‏ و4 ) + ( و0 X d>; X‏ و4 ) + X d44)‏ و0 X‏ /0) = ها 
[(ديه X‏ رو4 X 42) + (@,2 X‏ وو4 X‏ رر4) + X d2 X d3)‏ ,»)| 5 


مثال: أوجد قيمة المحدد: 


2 3 
1 1 4 
0 2 0 


الحل: 
باستخدام طريقة الضرب القطري يمكن إيجاد قيمة المحدد: 


3 .2 8 52 
أ ا 
1 بخ 1 
02 م 02*۹ 
22 کے 721 


| | -)2 »ا‎ 1 0( + )3 x 4x 0)+(1 »-112( 
-[( x1 x 0(+)2» 4 x 2) + [(10-»ا3)‎ 
= (0 +0-2(-)0+16 + 0( 
--2-16--8 


الباب الثاني - الفصل الأول 0 


ب- طريقة المحددات الصغرى (المحيددات) 
حيث يكون لكل عنصر من عناصر المحدد» محدد أصغر يتكون من 
المحدد الأصلي بعد حذف الصف والعمود الذي يقع فيه هذا العنصر. 
فمثلاً إذا كان لدينا المحدد: 
d3‏ 412 رك 
و42 dı d2‏ 
dı2 43‏ روك 
يتم إيجاد قيمة المحدد باستخدام المحددات الصغرى مع ملاحظة قاعدة 


المحدد مع مللاحظة قاعدة إشارات کل عنصر. 

فمثلاً قيمة المحدد باستخدام الصف الأول. 
وو 0221 
2 °31 
ثم بعد ذلك إيجاد قيمة المحددات من الدرجة الثانية كما يلي: 


0 
13 ربه- لكا 


|لووه × ووه) - (ووه × ويه) | ۱4۱٩‏ 

| لوو ارو ووه رو | و 

N E 
كذلك يمكن إيجاد قيمة المحدد باستخدام العمود الأول كما يلي:‎ 
655: 3 
وه‎ 3 


43 12 
3 و 


“2 43 


414 
22 23 


4 1ك 11 


ثم بعد ذلك إيجاد قيمة المحددات من الدرجة الثانية كما سبق: 
مثال: أوجد قيمة المحدد: 


طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 


0 2 0 
الحل: قيمة المحدد باستخدام المحددات الصغرى 
1- باستخدام عناصر الصف الأول: 


4 
0 


+1 


اح 
2 


آ 4 1 
3- 4-2 | 
0 0 2 


| 4| =2 (1x 0)-(2 x 4)]-3 [(1 x 0)-(4 x0)]+1 [(-1 x 2)-(1 x0] 


|A|=2 [0-0] -3 [(0-©0| +1 [(-2-0] 
ح«2)-‎ -8- )3 × 0( + )1-2( 


8-=16-0-2-= 
1- يمكن إيجاد قيمة المحدد باستخدام عناصر العمود الأول: 
1 ا 0 1 3 - 1 ۸12 
4 1 0 2 0 2 


-2 [(1 x 0)-(2 x © 1ح[‎ [(3x 0)-(2 »1( 0ع[‎ [(3 x 4-)11([ 


=2  ]0-8([ +1 ]0-2[ +0 ]12-D[ 
=2 x -8( + )1 × -2( +)0 × 11( 
=-16- 2 +0=-8 


3- خصائص nllمھددlٽت  Properties of determinants‏ 
للمحددات عدد من الخصائص التي يساعد فهمها في تسهيل حل 

المحددات. وفيما يلي أهم هذه الخصائص: 

1- لا تتغير قيمة المحدد إذا حولت عناصر صفوفه إلى أعمدة أو حولت 
عناصر أعمدته إلى صفوف طبقاً للترتيب نفسه. حيث أنه يمكن إيجاد 
قيمة المحدد باستخدام أي صف أو أي عمود. 

مثال(1): أوجد قيمة المحدد من المصفوفة التالية: 


الحل: فإن قيمة المحدد هي: 


الباب الثاني - الفصل الأول 00 


(7)5 - 1=( 2- إها 
7--2-35-- 
فإذا قمنا بتبديل الصف أعمدة والأعمدة صفوف كما يلي: 
7 2 
1= 5 
فإن قيمة المحدد هي: 
(5)7- (1-) 2= إها 
7-= 35 - 2-= 
مثال(2): 
3 1 
2 3 
1 2 4 
الحل: قيمة المحدد هي: 
2 
le N‏ 1= |۸| 
2 4 1 4 1 2 
[(6-8) 4 + (12- )2-6-3 1= 
(2- × 4) + (9- × 3)- (4-×1)= 
5 = 8 = ۳ 27 4+ 4- = 
بتبديل الصفوف أعمدة والأعمدة صفوف. 
4 3 
2 2 3 
1 3 
فإن قيمة المحدد هى 
3 41 3 1 
اليا لصيل 
0 
م يكم >< و 4 


طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 
A| =(1x2xD + (3x2 x 4( + )4 x 3 x<3)‏ 
x2 x 4) + (1x 2 x 3) + (3 x 3 x 1 [‏ 4)]- 
|A| = 2 + 24 + 36 - ])32 + 6 +9([‏ 


5= 62-47 = 
2- تكون قيمة المحدد تساور صفراً إذا كان عناصر أي صف أو أي عمود 
فمثلآً قيمة المحدد للمثال أدناه تساوي صفراًء اف 
0 0 0 
0= 4 3 
7 6 5 
أو قيمة المحدد = صفر 
5 1 0 
41-0 3 0 
6 . 0 


في أحد الصفوف أو في أحد الأعمدة كما يلي: 


5|2 3_110 5 
4 1| 14 1 
5|2 31_10 3 
4 1| 20 1 


كذلك في حالة أخذ عامل مشترك يتم أخذ العامل المشترك من أحد 
الصفوف أو من أحد الأعمدة. 
4- إذا ضربت جميع عناصر أي صف أو عمود من المحدد في كمية ثابتةء 
فإن قيمة المحدد تتضاعف بالكمية نفسها. 
فمثلاً قيمة المحدد: 
50 15 
x 4‏ 50) -(3» 75) = 
) )در ( . 7 
5 = 200 - 225 = 


الباب الثاني - الفصل الأول r‏ 


يمكن إيجاد قيمة المحدد عن طريق أخذ عامل مشترك. 


3 5 
[(8 - 9| 25 = 25 
25×15 = 
5- إذا تم تبديل أي صفان أو عمودان في المحدد تتغير إشارة المحدد دون 
ان تتغير قيمته. 
فمثلاً حيث قمنا بتبديل الصفين الأول والثاني معاً. 
8 7 6 1 1 1 
1 1 1| == |8 7 6 
8- 7 6 8- 1 6 
فمثلاً إذا قمنا بتبديل العمودين الأول والثاني معاً. 
4 1 3 4 3 1 
3 3 2--|3 2 3 
1 4 2 1 2 4 
6- إذا تناسب قيم عناصر أي صفان أو عمودان في المحدد» كانت قيمة 
المحدد تساوي صفراً. 
فمثلآً - الصف الثاني ضعف الصف الأول. 
3 
0= 8 6 
0 1- 5 
فمثلاً العمود الثالث ضعف العمود الثاني. 
4 3 5 
21-0 1 ات 
6 3 4 


7- إذا كان المحدد يأخذ شكل محدد مثلثية فإن قيمة المحدد المثلثة تساوي 
حاصل ضرب عناصر قطره الرئيسي. 
فإن قيمة المحدد: 


طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 


5 
0 


0 
5 6 0| - 2613 =6 
2 3 


كريمر): 
إذا كان لدينا المعادلات الخطية الآتيةء يتم استخدام المحددات في حل 
المعادلات الخطية كما يلي: 
أ) حل معادلتين ذات متغيرين: 
aı1X + daı2y = bı‏ 


da2ıX + a22y = b2 


يتم إتباع الخطوات الآتية: 


1- إيجاد قيمة محدد المعاملات |۸| كما يلي: 
32 41 
2 1“ 
2- إيجاد قيمة محدد x‏ | ×۸ | كما يلي: 
٩2‏ 
2 ر 
3- إيجاد قيمة محدد ر | ر | كما يلي: 
4 1 
و5 إوه 
4- يتم إيجاد قيم المتغيرات كما يلي: 
Ax|‏ 5 
|4 
]ددا 


مثال(1): حل المعادلات الآتية باستخدام المحددات (طريقة كرمر): 


الباب الثاني - الفصل الأول ا 


2x +4y ح‎ 0 
5x -10y =0 
خطوات الحل:‎ 


1 -إيجاد قيمة محدد المعامالات ل | كما لی 


3 4 

5 5 
- )22-10( - )5 <4 
- 20-20 --0 


- ادا 


2- إيجاد قيمة محدد x‏ |عدى | كما بلي: 

20 4 
10 -10 
- (20 x -10( - )10 x 4( 
= -200 - 40 - -0 


- اهدا 


د- إيجاد قيمة محدد ب | ر۸ | كما يلي: 


20 2 
ب A‏ 
»4| 
(20 × 5) - (210) = 
0- = 100 - 20- = 
4- يتم إيجاد قيمة ×» ر كما يلي: 
م 240 _ |×4|_ 
|A| —-40‏ 
م _ 80- _إدخا_ 
40- 64 ” 


ويمكن التحقيق أو التأكيد من خلال التعويض عن قيم ×» ر في 
المعادلات نجد أن الطرفين متساويين. 
مثال(2): حل المعادلات الآتية باستخدام المحددات. 


3X +2Y =1 
-2X+ ¥ =2 


طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 


5 
0 


خطوات الحل: 


1 -إيجاد قيمة محدد المعامالات ۸| كما يلي: 
2 3 
|A| = ® 7‏ 
7= 4 +3= 
2- إيجاد قيمة محدد x‏ | ×| كما يلي: 
2 1 
|Ax| = "0 01‏ 
3ك مات ]اع 
3- إيجاد قيمة محدد بر | :8 | كما يلي: 
1 3 = 
SS 8‏ 
8= 6+2 = 
4- إيجاد قيم ×» بو كما يلي: 
3-_ إعهى )ا 
ححويت ی 
7 || 
|A»| _ 5‏ 
کڪ = = ل 
Al 7‏ 


ب- حل ثلاث معادلات ذات ثلاث متغيرات. 
=D‏ يه +( يبه +2 a‏ 
a x+a y+a z=b‏ 
2 23 22 21 
JY +4, 2 =P,‏ يه +2 a,‏ 
يتم الحل كما يلي: 
1- إيجاد قيمة محدد المعاملات |۸| كما يلي: 


الباب الثاني - الفصل الأول ع 


2- إيجاد قيمة محدد عر | × | كما يلي: 
6 داعدا 
3- إيجاد قيمة محدد ر | ر | كما يلي: 

وو 559 ويه ا 


4- إيجاد قيمة محدد ع | ج25 | كما يلي: 


5 2 6411 
و ووه بره 4| 

وأ يټ بوت 

5- إيجاد قيم المتغيرات كما يلي 

اعخا_ :دخا _ |«ذا _ 
|“ لم ” A‏ 
مثال (1): حل المعادلات الآتية باستخدام المحددات (طريقة كرمر): 
4= ج - XxX +3y‏ 
0= 2+رy 2x+‏ 
2x y+ =4‏ 


خطات الحل: 
1- إيجاد قيمة محدد المعاملات |۸| 


١‏ طبيعة واستخدامات وخصائص المحددات 


يتم إيجاد قيمة المحدد من الدرجة الثالثة باستخدام طريقة الضرب 
القطري أو طريقة المحددات الصغرى. 
1 2 2 ر 1 
3- 


1- 
1- | لم 3 


=1 1 + 2-3 )2-6(-1)-2-3( 
= 1x 3( -)3 × -4( -)1 × -5( 


5=0+ 12 +3= 
2- قيمة محدد × | × ۸ | كما يلي: 
ب 3 4 
|Ax|= 0 1 2‏ 
1 4 
1 10 2 1 
|Ax| =4 -3 +)-1(‏ 
1- 4 1 4 1 1- 


=4 (1 + 2( -3 )10 - 8( -1 )-10 - 4( 
=12- 6 +140 


3- إيجاد قيمة محدد ر | ررر | كما يلي: 


1 4 -1 
|Ay|= |2 10 2 
3 4 
10 2 2 2 2 10 
Ay| =1 24 + (1 
| جد‎ | ٣ : اح ع‎ 0 1 


=1 )10 - 8( -4 )2 - 6( -1 )8 - 30( 
=)1 × 2( - )4 × -4( - )1 × - 22( 
=2 + 16 + 22 = 0 


4- إيجاد قيمة محدد z‏ | ج ۸ | كما يلي: 


' الباب الثاني - الفصل الأول ق 00 


1 3 4 
|Az|= 2 1 10 
3 -1 4 
1 10 2 10 2 1 
-1 -3 +4 
4 ۴ 4 4 0 


-1 )4+10( -3 )8 - 30(+4)-2-2( 
-)1× 14( - )3 × -22( + )4 × -5( 
=14 + 66 - 20 = 0 


5- يتم إيجاد قيمة ×» بو كما بلي: 


- قيمة × كما يلي: 
:خا _ 
|4| 
_ 20 _ 
2-2-1 
- قيمة ر كما يلي: ج _ 40 _إلاخا|_ 
20 |4| 
- قيمة ج كما يلي: و 60 |42| 


استخدام المحددات گے حل المشاكل 
الاقتصادية والإدارية والمالية 
Use of Determinants in Solving‏ 


Economics, Managements and 
Financial Problems 
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الفصل الثانى 
استخدام المحددات فى حل المشاكل 
الاقتصادية والإدارية والمالية 
Use of Determinants in Solving Economics‏ 
Managements and Financial Problems‏ 
فيما يلي بعض التطبيقات الاقتصادية على المحددات وهي: 
- المحددات وإدارة الإنتاج. 
- المحددات وتوازن السوق. 
- المحددات وبدائل الاستثمار. 
- المحددات وتوازن الدخل القومي. 
أولاً: المحددات وإدارة الإنتاج: 
مثال(1): شركة أحمد لإنتاج الأجهزة الكهربائية تقوم بالتخطيط لإنتاج 
الغسالات والثلاجات» فإذا كان إنتاج الغسالة الواحدة يحتاج إلى ساعة 
الثللاجة الواحدة يحتاج إلى ساعتان عمل في قسم التجميع وساعة عمل 
في قسم التشغيل؛ فإذا علمت أن طاقة قسم التجميع 40 ساعة عمل 
أسبوعياًء وطاقة قسم التشغيل 60 ساعة عمل أسبوعياًء فما هي الكمية 
الواجب إنتاجها أسبوعياً لاستغلال الطاقة المتاحة للشركة بالكامل. 


خطوات الحل: 
يمكن وضخ اكد الايا 


اتناك 15ل كا نك 
س ا 


قسم التجميع 


5 


استخدام المحددات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية والمالية 
بحل هذه المعادلات باستخدام المحددات وباتباع الخطوات الآتية. 
1- إيجاد محدد المعاملات |۸ |: 


2 1 
و | اذا 


|A| = 1xD - )23(-1-6--5 
:|Ax| × إيجاد محدد‎ -2 


2 40 
= اعد | 
1 60 
Ax| = (40 x1) - (60 x 2) = 40 - 120 = -0‏ | 
3- محدد ر | رہ |: 
40 1 
Ayl=‏ 
| 
|Ax| = (1 x 60) - (3 x 40) = 60 - 120 = -0‏ 
4- إيجاد قيم المتغيرات: 
_|Ax| _ -80_‏ 
6 اھا × 
5- |4| 
و 60- _|«14_ 
كد A‏ 


أي أنه لاستغلال الطاقة المتاحة أسبوعياً للمصنع فإنه لا بد من إنتاج 

6 غسالة» 12 ثلاجة أسبوعياً. 

مثال(2): شركة منة الله لإنتاج السيارات تقوم بالتخطيط لإنتاج ثلاثة أنواع 
من السيارات هي (مرسيدسء NW‏ ۰/8 تويويا) فإذا كان إنتاج السيارة 
المرسيدس يحتاج إلى ساعة عمل في مركز الإنتاج الأول» و3 ساعات 
عمل في مركز الإنتاج الثاني» 4 ساعات عمل في مركز الإنتاج الثالث» 
وإنتاج السيارة BNW‏ يحتاج إلى 3 ساعات عمل في مركز الإنتاج 
الأول» وساعتان عمل في مركز الإنتاج الثاني» وساعتان عمل في 
السيارة تويوتا يحتاج إلى 4 ساعات عمل في مركز الإنتاج الأول» 3 


ور وک در 077 


الثالث. فإذا علمت أن طاقة مركز الإنتاج الأول 21 ساعة عمل 
أسبوعياًء وطاقة مركز الإنتاج الثاني 4 ساعة عمل أسبوعياًء وطاقة 
مركز الإنتاج الثالث 24 ساعة عمل أسبوعياً. 

المطلوب: حدد الكمية الواجب إنتاجها أسبوعياً من الأنواع الثلاثة بحيث 
يتم استغلال الطاقة المتاحة بالكامل. 


خطوات الحل: يمكن استخراج المعطيات في الجدول التالي: 


الطاقة تويوتا BMW‏ المرسيدس 
ا )2( 0( و 


وبالتالي يمكن وضع المطلوب في صورة معادلات ثلاثة ذات ثلاثة 
مجاهيل (متغيرات) كما يلي: (بحيث تكون معادلة لكل مركز). 
1 - ج4 + x +3y‏ 
3x + 2y +37 -4‏ 
4 عدج +2 + 4x‏ 
حيث أن: 00 تمثل عدد السيارات الواجب إنتاجها من المرسيدس . 
(ر) تمثل عدد السيارات الواجب إنتاجها من .8MNW‏ 
(2) تمثل عدد السيارات الواجب إنتاجها من تويوتا. 
وبحل المعادلات الثلاثة باستخدام المحدد كما يلي: 
1- إيجاد قيمة محدد المعاملات | |: 


ا 
1 


=1 2 - 6| -3 8 -12[+ 4 6 -8[ 
= )1 × -4( -)3 × -9( + )4 × -2( 
=-4+ 27-8 =5 


استخدام المحددات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية والمالية 


2-إيجاد قيمة محدد × | ہہ | 


3 21 
|Ax|= |] 4 3‏ 
2 24 
باستخدام الطريقة السابقة نجد أن: 
AX |= 60‏ | 
3 إيجاد قيمة محدد ر وهو | رہ| 
21 1 
|Ay|= |3 24‏ 
1 24 4 
وباستخدام الطريقة السابقة نجد أن: 
Ay| = 45‏ | 
4- إيجاد قيمة محدد ع وهو | جم | كما يلي: 
2 3 1 
|AZ|= |3 3 24‏ 
24 1 4 
وباستخدام الطريقة السابقة نجد أن: 
|Az| = 0‏ 
5- إيجاد قيمة ×» ر» < كما يلي: 
AX | _ 60‏ 
ا 
AY|_ 45‏ 
و ا مر 
AZ| _ 0‏ 
2اا z‏ 


ثانياً: المحددات وتوازن السوق: 


1- توازن السوق لسلعة واحدة. 
مثال: إذا كان ذالة الظلت :و العرض لسلعة ها على الصعورة الكاابة: 


الباب الثاني - الفصل الثاني 


1-0 + ,20 
1 
5 -عم + و(0)-- 
22 
المطلوب: باستخدام المحددات حدد الكمية التوازنية والسعر التوازني. 
الكل كته القواة ل شان ك اة د اك ل فا ع اك 
التوازنية. 
ب - Qd - Qs‏ 
ولذلك فإن: 
0 - م + 20 
1 
5 - م + 00 -- 
22 


1- إيجاد قيمة محدد المعاملات |۸| 
2 
1 
ET‏ 1_|-إدا| 
2 1 2 


2- إيجاد قيمة محدد © وهو |0| 


0-25 | ۵۱ 
3- إيجاد قيمة محدد م وهو || 
2 
5- 25 +50 - ور 1_| lAp|=‏ 
2 
4- إيجاد قيمة © , م 
0 _ 421-25 _ 
25 0-77 
Ap|_ 75‏ 
مو 75 اھا م 
|A| 25‏ 


استخدام المحددات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية والمالية 


E 
وبافتراض أن معادلات الطلب کک‎ NERE 
للسلعتين معادلات خطيةء وبافتراض أن السوق في حالة توازن» بمعنى أن‎ 
الكمية المعروضة من السلعتين تساوي الكمية المطلوبة منهاء فإنه يمكن‎ 
تحديد سعري التوازن وكميتي التوازن للسلعتين بحل معادلة توازن السلعة‎ 
الأولى ومعادلة توازن السلعة الثانية معاً ويتضح ذلك من المثال التالي:‎ 
مثال: يفرض أن هناك علاقة بين سعر إحدى السلع وسعر السلعة‎ 
الأخرىء وأن معادلتي الطلب لكل من السلعتين كما يلي:‎ 
Qa = 5 - رم‎ + ,5p2 
Qa2 = 4 + م2‎ - 3p2 
وأن معادلتي العرض لكل من السلعتين كما يلي:‎ 
0.1 = ,5p1ı - 1,5 
O2 = 5p2-2 
حيث أن:‎ 
)2 »1( هي الكميات المطلوبة من كل من السلعتين‎ ٩۵د‎ , ۵ 
بالوحدة.‎ 
)2 »1( هي الكميات المعروضة من كل من السلعتين‎ 05:2 , 05: 
بالوحدة.‎ 
وم سعر الوحدة من كل من السلعتين بالدولار.‎ , ۴, 
المطلوب: أوجد مستويات الأسعار التي تحقق التوازن وكذلك كميات‎ 


التوازن من كل من السلعتين. 
خطوات الحل: 
معادلة التوازن للسلعة الأولى: 
Qaı = 1‏ 
,5p2 = ,5p1 - 5‏ + رم - 5 
المعادلة رقم (1): 5 = 1,5p1 - ,5p2‏ 


مغادلة الق ازن اة القانية: 


الباب الثاني - الفصل الثاني 


Qa2 = 2‏ 
3p2 = 5p2- 2‏ + 21 - 4 
المعادلة رقم (2): 6 - = 2p1 - 8p2‏ 
ويحل معادلتي توازن السلعتين (1» 2) معا باستخدام المحددات كما 
يلي: 
5 -502,-1,521 
6--م8 ¬ 2pı‏ 
1-إيجاد قيمة محدد المعاملات || 
5 1,5 
es 1‏ 


|A| = -12+1- -1 


2- إيجاد قيمة محدد وهو | رديه | 
5 6,5 
=| مدا 
8 6- 
55 =3 52= = 
A‏ 
65 1,5 
AP. |=‏ 
7 و |-اوندا 


|AP, | - -9 -13- -2 


4- إيجاد قيمة P2,Pı‏ 


- بست 5 P<‏ 
11- |۸| 1 
1- |4 2 
ويمكن معرفة كميتي التوازن بالتعويض في المعادلات الأصلية للطلب 


والعرض كما يلي: 
بالنسبة للسلعة الأولى: 


استخدام المحددات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية والمالية 


Qaı = 5 - رم‎ + , 2 


1= (5)2, + 5-5- 
كذلك: 
5 - روك, = 0:1 
1 -1,5-(5)5, = 
بالنسبة للسلعة الثانية: 
3P‏ - ,28+ 4= ر0 
8= (3)2 - (2)2 + 4 = 
كذلك: 
Og 2‏ 
8= 2- (5)2 = 
أي أن مستويات الأسعار والكميات التي تحقق التوازن في تلك السوق 
هي كما يلي: 


السلعة الأولى: السعر 5 دولار للوحدة. 
الكمية وحدة واحدة. 
السلعة الثانية: السعر 2 دولار للوحدة. 
الكمية 8 وحدات. 
ثالثاً: المحددات وبدائل الاستثمار: 
مثال: يحتاج أحد الأشخاص الذي أحيل إلى التقاعد مؤخراً إلى مبلغ 
0 دولار سنوياً كدخل إضافيء فإذا كان لديه الآن مبلغ 120000 
دولار ويريد استثمارها في نوعين من السندات» بحيث أن النوع الأول 
يعطي عائد سنوي %10 والنوع الثاني يعطي عائد سنوي 908. 
المطلوب: تحديد المبلغ الواجب استثماره في سندات النوع الأول وكذلك 
المبلغ الواجب استثماره في سندات النوع الثاني بما يحقق له الدخل 
السنوي المطلوب. 
الحل: 
المعطبات: 


4 


الباب الثاني - الفصل الثاني 


-الإيراد السنوي المطلوب هو 10000 دولار. 

- نفرض أن المبلغ الواجب استثماره في النوع الأول من السندات (») 
والذي يعطي عائد سنوي 9010. 

- نفرض أن المبلغ الواجب استثماره في النوع الثاني من السندات (,) 
والذي يعطي عائد سنوي 908. 

- إجمالي المبلغ الواجب استثماره 120000 دولار ويمكن توضيح ذلك كما 


٠. 0 


0 دولار 


م 


0 7 النوع الثاني 
ا 00 
5000 العائد السنوي 0/08 
0 


إجمالي العائد السنوي المطلوب 10000 دولار 
ويمكن التعبير عن ذلك من خلال المعادلات الآتية: 
y-0‏ + × 
,10x + ,08y = 0‏ 


وبحل المعادلتين باستخدام المحددات نجد أن: 
1- إيجاد محدد المعاملات || 


2- إيجاد محدد × وهو |عرى | 


120000 1 
10000 ,08 
| Ax | = 9600 - 10000 = - 400 


-اعدا 


استخدام المحددات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية والمالية 


3- إيجاد محدد بر وهو | بر | 


1 120000 
lAy| = 

,10 10000 

- 10000 - 12000 = - 00 

4- إيجاد قيمة ×» ر كما يلي: 

مووود _  -400‏ اعذا ر 

|A| 2ب‎ 

_| ر4‎ |  -2000 _ 00000 
A 02 


أي أن المبلغ الواجب استثماره في النوع الأول من السندات هم 20000 
دولار. والمبلغ الواجب استتماره في النوع الثاني من السندات هو 100000 
دولار. 
رابعاً: المحددات وتوازن الدخل القومى: 

ونقتصر في دراستنا لتوازن الدخل القول على التوازن العام في 
السوقين السلعية والنقدية» وهي حالة يحدث فيها توازن آني (في نفس 
الوقت) في جميع الأسواق في الاقتصادء وحيث أنه يوجد سوقين هي سوق 
سوق السلع والخدمات وفي نفس الوقت حدوث توازن في سوق النقد 
ويمكن التعبير رياضيا عن التوازن العام بمساواة معادلتي 19 , 1214 كما 
يلي: 


©  - +رع,‎ 0 
1 2 2 - 20+ 0 
Ms =235 
L1 =,10y 
12 =-25 + 00 


حدد مستوى الدخل التوازني ومستوى سعر الفائدة التوازني. 


الباب الثاني - الفصل الثاني 


أ المعلومات الخاصة بسبوق السلع والخدمات: 


C = 8y+100 
I =-—-20r +1000 
حيث أن: (0) دالة الاستهلاك‎ 
دالة الاستثمار والادخار.‎ )7 
الدخل‎ )«( 
معدل الفائدة‎ )( 
عند التوازن فإن:‎ 
y -) +7 
y = 8y +100 - 20۲ - 0 
y - ,8y - 20 +0 
,2y + المعادلة رقم (1) (15) 0 - م20‎ 
قب الفغلومات الخاصة موق النقد:‎ 
Ms - 5 
1 = 10y 


5 -- 257 + 0 


4 الكمية المعروضة من النقود. 
:2 هي الطلب على النقود بفرض الاستهلاك والادخار. 
:2 هي الطلب على النقود بغرض الاستثمار. 
: الكمية المطلوبة من النقود حيث أن: 
مآ + بط - ك1 
0 + م25 - :0,10 - ,11 .. 
عند التوازن: 
11 - رلا 


01 
,10y - 257 + 2000 = 5 


استخدام المحددات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية والمالية 
المعادلة رقم (2) معادلة ,10y - 257 =5 :)M(‏ 


بحل المعادلتين (1)» (2) معاً باستخدام المحددات كما بلي: 
0 - 20۲ + (2, 


,10y - 257 = 5‏ 
1- ايجاد محدد المعاملات 4|. 
20 2 
> 
5- ىر 
7-=5-2-= 
2 إيجاد محدد ر وهو | رہ |. 
20 1100 
= | :ره | 
5- 3715 


0- = 7500 - 27500 - = 
3- إيجاد محدد ‏ وهو |“ |. 


0 2. 
- |47 | 
375 9 
5- = 75-110 = 
4- إيجاد قيمة ر» ۽ كما يلي: 
$00 _ 35000 _ |:دخا _ 
A 7‏ 
_|Ar|_ =35 _‏ 
9< خخد فت ا 
7 إذا 


أي أن الدخل التوازني هو 5000 ومعدل الفائدة التوازني هو %5. 
مثال(2): حدد الدخل التوازني ومعدل الفائدة التوازني في ضوء المعلومات 
الآتية: 
ارات الخاضة سوق الم رالات 
و C=‏ 
I =-50r +0‏ 
- المعلومات الخاصة يسوق النقد. 


الباب الثاني - الفصل الثاني 


0 = 1 
M, = ,2y - 407 + 0‏ 
خطوات الحل: 
1- توازن سوق السلع والخدمات (29). 
y =C+I‏ 
y = ,7y + 85 - 507 +0‏ 
المعادلة رقم (1): 5= 50 + 3, 
2- توازن سوق النقد (/11): 
ا - M‏ 


,2y - 40 + 230 = 0‏ 
المعادلة رقم (270:)2 = 407 - ر2, 
بحل المعادلتين (1)» (2) باستخدام المحددات تحصل على السعر 
التوازني والفائدة التوازنية: 
5 ح- 50# + 3, 


,2y - 407 = 0‏ 
1- إيجاد محدد المعامالات 4 |. 
50 3 
- || 
0-40 2, 
22-=12-10- = 
2- إيجاد محدد ر وهو | رہ |. 
50 1285 
ا 
0- 270 


0- = 13500 - 51400- = 
3- إيجاد محدد , وهو ۸٣|‏ |. 


استخدام المحددات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية والمالية 


15 3 
= | “,د | 
270 2, 
6-= 257 - 81 = 
4- فإن قيم ر» ۽ كما يلي: 
معود _  -64900‏ |4| _ 
2- 76 
وچ _ 76ل- ‏ ”ذا _ 
7 ع ]كا 


وبذلك فإن الدخل التوازني هو 2950 ومعدل الفائدة التوازني هو 908. 


الباب الثالث 


المصفوفات 
Matrices‏ 


٠‏ الفصل الأول: طبيعة المصفوفات الجبرية عليها 


٠‏ الفصل الثاني: استخدام المصفوفات في حل المشاكل 
الاقتصادية والإدارية والمالية 


طبيعة المصفوفات 
والعمليات الجبرية عليها 


Matrices Algebra 
and Their Operations 


r ا‎ 


الفضل الأو 
O ET PES‏ 

Matrices Algebra and Their Operations 
تعريف المصفوفة:‎ -1 

ا E‏ ا ا 
من العناصر (الارقام أو الرموز) مرتبة في شكل صفوف واعمدة وليس 
شرطا أن يتساوى عدد الصفوف مع عدد الأعمدة -بمعنى أنها تأخذ شكل 
و اكم المصفوخات في كل يعض المشاكل الاققصنائية والإداوية الهامة 
والتي يمكن التعبير عنها في صورة معادلات خطية. 

1-1- الشكل العام للمصفوفة: 

يرمز للمصفوفة بالحروف الكبيرة ورع)ء1 1هاذمه©» مثل © ,8 (A,‏ 
ويرمز للعناصر أو الارقام التي تتكون منها المصفوفة بالحروف الصغيرة 
5 2311 5» مثل ‏ ,ط ,0) فمثلا [۸] تحتوي على العناصر (زه) ويكون 
لها عدد م) من الصفوف وعدد م) من الأعمدة» وتأخذ المصفوفة الشكل 


التالي: 
dj‏ 2 1ك 
02 وده وك 
A(m,n) =‏ 
Lm d2 Arann‏ 


وتعرف المصفوفة أعلاه بأنها تتكون من عدد (م) من الصفوف (05) 
وعدد رم) من الأعمدة (ئumnاco)‏ وتكتب وروررك]. 

وتقرأ المصفوفة م × مم أو المصفوفة من الدرجة ممم ويمثل العنصر رى 
العنصر الذي يقع في الصف () وفي العمود (ز» فمثلا (::) تمثل العنصر 
الذي يقع في الصف الثاني والعمود الثالث. وهو العنصر الذي أحيط بدائرة 
في المصفوفة التالية: 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


قر 232 7 
6( 4 1 
5 1- 2 


2- أنواع أو أشكال المصفوفات: 
تتعدد أنواع أو أشكال المصفوفات وفقاً لعدد الصفوف وعدد الأعمدة كما 


يلي: 

1-2- المتجه الأفقي Row Vector‏ 
وهو مصفوفة مكونة من صف واحد وأي عدد من الأعمدة كما يلي: 
فمثلاً: [وره] هو [5 3 > متجه أفقي من صف واحد 

وعمودين. 


فمثلاً: [و.م] هو [3 2 1] > متجه أفقي من صف واحد وثلاثة 

أعمدة. 

2-2- المتجه الرأسي Column Vector‏ 
فمثلاً: 1 2 | متجه رأسي مكون من عمود واحد وصفان [۸2]. 


2 2 ع 


الباب الثالث - الفصل الأول r‏ 


Zero Matrix المصفوفة الصفرية‎ -3-2 

هي المصفوفة التي جميع عناصرها أصفارء بمعنى أنه يطلق على 

المصفوفة اسم المصفوفة الصفرية (Zero matrix or null matrix)‏ إذا كان 
كل عنصر من عناصر المصفوفة يساوي صفراً. 

0 0 0 °“ 0 

0 0 0 °“ 0 


Amn) = [Onl = 


4-2- المصفوفة المربعة: Square Matrix‏ 
هي المصفوفة التي يكون عدد صفوفها مساوياً لعدد أعمدتهاء بمعنى أن 

المصفوفة تسمى مصفوفة مربعة إذا كان عدد الصفوف بها يساوي عدد 
الأعمدة (م = «) ويرمز للمصفوفة المربعة التي تحتوي على عدد (م) من 
الصفوف وعدد (م) من الأعمدة بأنها مصفوفة من الدرجة (م) ويطلق على 
مجموعة العناصر القطرية Ann)‏ .... 832 322 311) عناصر القطر الرئيسي 


.(Principal Diagonal) 
2 3 د‎ 5-5 
4 5 
هي مصفوفة مربعة مكونة من صفين وعمودين.‎ 
فمقلة. كت‎ 
5 6 ١ 
7 8 9 


ھی مضو دة مزبعة مکر نة مح كلاقة سكوف وقلؤنة أعكة 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


٠هي‏ مصفوفة مربعة مكونة من عدد (م) من الصفوف وعدد (0) من 
الأعمدة. 

ويعرف القطر الرئيسي بأنه القطر أو المحور الذي يتكون من صف 
العناصر الذي يمتد من الركن العلوي الشمالي الغربي إلى الركن السفلي 
الجنوبي الشرقي. 


5-2- المصفوفة القطرية Diagonal Matrix‏ 
تعرف المصفوفة القطرية بأنها مصفوفة مربعة قطرية إذا كان كل 


0 


1 
0 
0 
0 
فمقل. 


0 0 


6-2- مصفوفة الوحدة Unit Matrix‏ 
هي مصفوفة مربعة جميع عناصرها = صفراً ما عدا عناصر القطر 
الرئيسي فتساوي الواحد الصحيح. 
مثل: 


الباب الثالث - الفصل الأول 0 


1 
0 
0 
0 
7-2- المصفوفه المثلتيه Triangular Matrix‏ 
ال فى عذال ع ا ودين د لشفل ا 
1n‏ 2 41 
0 ووه 0 
4 3“ 0 0 
ann‏ 0 0 0| 
1 5 3 3 
مثل(1): 0 7 0 
2- 0 0 
i û 6‏ 
مثل(2): ا 
8 


يلاحظ أن المصفوفة المثلثية هي المصفوفة التي يكون كل عنصر على 
يمين (أو على يسار) القطر الرئيسي يساوي صفراأًء كما يمكن أن تكون 
8-2- المصفوفات المتناظرة أو المتمائلة Symmetric Matrix‏ 

يقال عن المصفوفة المربعة أنها متمائلة أو متناظرة إذا كان بره = رى لكل 
قيم ¡ , ز. وعلى ذلك فإنه يقال أن المصفوفة متماثلة إذا كانت العناصر على 
يمين القطر الرئيسي مماثلة للعناصر على يسار هذا القطر. 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


-1 0 
إ[ما‎ ١ -[ 4 
0 
Operations 
Matrix equality تساوي المصفوفات‎ -1-3 


يقال أن مصفوفتين «:ه) = [۰]۸ (:5) = [8] متساويتان إذا توافر شرطان 


٠‏ إذا كانت المصفوفتان من الدرجة نفسها أي أنهما تحتويان على نفس 
العدد من الصفوف والأعمدة. 

٠‏ إذا كان كل عنصر فى أيهما مساوياً العنصر المقابل له فى المصفوفة 
الأخ بي بي بي 
Qij = Dij‏ لكل فيم 9860 

فمثلآً: إذا تساوت المصفوفتان: 


فإن معنى ذلك أن: 
a=4‏ جا 20-8 
0م اج 0م 
2-<م6 جا 5- وم 
ا که 7دا 


فمثلاً إذا تساوت المصفوفتان: 


فإن معنى ذلك أن: 


الباب الثالث - الفصل الأول r‏ 


a +b=3 
2c+d - 5 
a—-b =1 
c-d =4 
وبناء على ذلك تكون المصفوفتان متساويتين عندما:‎ 
0-2 , 5-1 ,c=3 , d=-1 
جمع وطرح المصفوفات:‎ -2-3 
لجمع أو طرح مصفوفتان (أو أكثر) يشترط أن يكونا متماثلتين بمعنى‎ 
أن يكونا من نفس الرتبة أي أنهما يحتويان على نفس العدد من الصفوف‎ 
والأعمدة ويكون الناتج مصفوفة بها نفس العدد من الصفوف والاعمدة.‎ 
بمعنى أن:‎ 
عدد الصفوف في المصفوفة الأولى - عدد الصفوف في المصفوفة‎ 
الثانية‎ 


م 


عدد الأعمدة في المصفوفة الأولى = عدد الأعمدة في المصفوفة الثانية. 


أوجد: 1- المصفوفة [8 + ۸] 
2- المصفوفة [ه + 8] 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


3- المصفوفة 8B[‏ - ۸] 
4- المصفوفة [۸- 8]. 
خطوات الحل: 
1- المصفوفة [8 + ۸]. 
م TOS‏ 8ن 0١‏ 4 3 
3 1- 4 | |1 2- 3 2 1 1 
2- المصفوفة [۸ + 8] 
0 3 5] 01 4 3 0 1- 2 
٤ -2 1 0 1 4 -1 1‏ 
3- المصفوفة [8 - 4] 
0 5 1 ] 01 1- 2 0 4 3 
1 3 ا ب 0 1 1 ا 
4- المصفوفة [۸ - 8] 
0 5- 1-]_[0 4 3] 0 1- 2 
1- 3- 2 | |2 1 1 1 2- 
ويلاحظ أن 
[B|= [B]+[4]‏ +41[ 
]4[-|8[ ¥ |8[ - |4| 
3-3- ضرب المصفوفات Multiplication of Matrix‏ 


يشترط لضرب مصفوفتين أن يكون: 
عدد أعمدة المصفوفة الأولى - عدد صفوف المصفوفة 


* AR 


معنى ذلك أنه لكي نستطيع ضرب أي مصفوفتين 8 x‏ ملا بد وأن 
يكون المصفوفتان قابلتان للضرب أي أن المصفوفة ۸ تضرب في 
المصفوفة 8 ويتحقق ذلك إذا كان عدد أعمدة المصفوفة ۸ مساوياً لعدد 
الصفوف في المصفوفة 8 والسبب في ذلك أنه عند ضرب المصفوفات 


الباب الثالث - الفصل الأول e‏ 


نضرب عناصر كل صف من صفوف المصفوفة الأولى في عناصر كل 
عمود من أعمدة المصفوفة الثانية. 

فإذا كان لدينا المصفوفة ,۸ وهي مصفوفة مكونة من ثلاثة صفوف 
وأربعة أعمدةء فإنه يشترط لصحة الضرب أن تكون المصفوفة الثانية بها 
4 صفوف وأي عدد من الأعمدة. ويكون الناتج مصفوفة بها عدد صفوف 
المصفوفة الأولى وعدد أعمدة المصفوفة الثانية كما يلي: 


A3» x Bıı = C31 


A4 x B+ = C32 


- يتم ضرب عناصر الصف الأول بالمصفوفة الأولى × عناصر العمود 
الأولء ثم × عناصر العمود التاني»ء ثم × عناصر العمود الثالث 
بالمصفوفة الثانية لينتج لنا عناصر الصف الأول بالمصفوفة الجديدة. 
الأولء ثم × عناصر العمود الثاني» ثم × عناصر العمود الثالث 
بالمصفوفة الثانية لينتج لنا عناصر الصف الثاني بالمصفوفة الجديدة. 
- وهكذا ... 
مثال: أوجد حاصل ضرب المصفوفتين: 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


[A x B| 
[B x A| 


A x B»3 = C23 
4 < مثو‎ 


إذن متوافر شرط الضرب: 
5 4 2 2 4 
4 
1 6 1 5 3 
(4x2)+(2x1) (4x4)+(2x6) (4<5)+(2x1)‏ 
(3<2)+(5x1) (3x4)+(5x<6) e‏ 


8+2 16+12 20+2 
6 12+0 
10 28 22 
11 42 20 


مييق صرت يه إن 


Bx x Ax 


و خا + 


لا يمكن إجراء عملية الضرب بسبب عدم توافر الشرط الأساسي 
للضرب وهو أن عدد أعمدة المصفوفة الأولى لا يساوي عدد صفوف 
المصفوفة الثانية. 
مثال(1): إذا كان لدينا المصفوفتين 8 , ۸. 


2 1 
5 -4 
A= -3 7| , B= 
12 3 
0 9 


ا الباب الثالث - الفصل الأول 0 


B2 x A3 
4 * ۾‎ 


لا يمكن إجراء عملية الضرب بسبب عدم توافر الشرط. 

مثال(2): أوجد ضرب ۸ , 8: 
A=|2 1 3|‏ 

-2 
3 
8 

Ax<xB=C 
-2 
[2 1 3| x | 3 
8 
= 4 + 3 + 24| = ]23[ 


مثال(3): أوجد حاصل ضرب 8 × ۸ 
3 2 


B= 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


Axa x Bıxı = C31 


مي 


4-3- ضرب كمية ثابتة في المصفوفة: 
فمثلاً إذا كان لدينا المصفوفة ۸ على الشكل: 


1 2 |4 
1- 5 
أوجد: 
٠م‏ 
24 
خطوات الحل 
0 10 |50 
5- 25 
4 |-24- 
2 10- 
5- معكوس المصفوفة 


Inverse of the Matrix 

لإيجاد معكوس المصفوفة يشترط أن تكون المصفوفة مربعة -بمعنى 

ن عدد الصفوف يساوي عدد الأعمدة- وتكون المصفوفة غير منفردة 
بمعنى أن قيمة المحدد + صفر. 


الباب الثالث - الفصل الأول ا 


فإذا كان لدينا مصفوفة الوحدة 1 فإن: 
AI =A‏ 
IA=A‏ 
7دمحم 
أي أن حاصل ضرب المصفوفة × معكوسها يساوي مصفوفة الوحدة 
ولنفترض أن لدينا المصفوفة ۸ وهي مصفوفة مربعة وغير منفردة (قيمة 


المحدد + صفر). 
45 و4 21 
2n‏ 2 21 ادم 
“n1 “n2 nn‏ 


أ) إيجاد معكوس مصفوفة من الدرجة الثانية (2 × 2). 
فإذا كان لدينا المصفوفة ر۸ وهي مصفوفة مربعة وغير منفردة وكذلك 


مصفو فة الوحدة. 

EET 

cC d 0 1 
a فإن:‎ 

4| 

a b e Om 
4| 7 إذا كان لدينا المصفوفة‎ 

cC 


فإنه يتم إيجاد معكوس المصفوفة بإحدى الطريقتين: 
أولاً: إيجاد معكوس المصفوفة باستخدام المحددات: 

عند استخدام المحددات في إيجاد معكوس المصفوفة نتبع الخطوات 
التالية: 


. 


1- إيجاد قيمة محدد مصفوفة [۸] كما يلي: 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


4 


ad -cb‏ = إها 


2 إيجاد المصفوفة المبدلة. وهي المصفوفة التي يتم تبديل عناصر 
القطر الرئيس وتغيير إشارات عناصر القطر الفرعي كما يلي: 


4 


[المصفوفة المبدلة] ل --م 


إه 
ه- [d‏ 1 _ 
ad-cbl-c a‏ ` 
ثانياً: إيجاد معكوس المصفوفة باستخدام طريقة التخفيض 
المحوري: 


الوحدة كما يلي: 


3- إيجاد معكوس المصفوفة: 


A ا مع‎ =I 
وبذلك فإنه يتم كتابة مصفوفة الوحدة بجوار المصفوفة ثم القيام بإجراء‎ 
العمليات الرياضية على المصفوفتين بحيث يتم تحويل مصفوفة إلى‎ 
مصفوفة الوحدة وبذلك تحويل مصفوفة الوحدة إلى معكوس المصفوفة.‎ 


a b1 0‏ 
1 0 
فإنه يتم تحويل العنصر + إلى واحد صحيح والعنصر ء إلى صفر 
والعنصر ل إلى واحد صحيح والعنصر مط إلى صفر على أن تشمل 
العمليات الرياضية المصفوفتين معا فإن ناتج تحويل مصفوفة الوحدة 
يكون هو معكوس المصفوفة. 
مثال: إذا كان المصفوفة (4) هي: 


الباب الثالث - الفصل الأول اق 
4 2 
3 1 


المحوري. 
الحل: 
أ) إيجاد معكوس المصفوفة باستخدام طريقة المحددات: 
1- إيجاد قيمة محدد المصفوفة 8 . 
6-4-2 -(1«4)-(2«»3)- م 
4- 3 
2 1- 


3- معكوس المصفوفة هو: 
[المصفوفة المبدلة]- 1م أ 
۸ 
4- 3 |1 
8 ع 
3 
2 27 
ا 
7 


يكون الناتج مصفوفة الوخدة 
A1 A-1‏ 


3 

6-6 42 إن افد .ر 
38- 1+1-| |3 1 1 1= 
2 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


ب) إيجاد معكوس باستخدام طريقة التخفيض المحوري كما يلي: 


0 1 4 2 
1 ©3 1 
R‏ 
ا 
مواد 
هم +214 1 
3 37 .0 
- بطرح الصف الأول من الصف الثاني. 
R=‏ 
3 
م 21 1 
3 


- بضرب الصف الثاني × 2 وطرحه من الصف الأول. 


و21 - ,8 - 1 


يكون معكوس المصفوفة هو: 


ب) إيجاد معكوس مصفوفة من الدرجة الثالثة (3 “«3). 

لإيجاد معكوس مصفوفة من الدرجة الثالثة (ذات ثلاثة صفوف وثلاثة 
أعمدة) يتم استخدام إما طرقة المحددات أو طريقة التخفيض المحوري» 
كمايلي: 


0 


الباب الثالث - الفصل الأول 7 


أولاً: إيجاد معكوس المصفوفة باستخدام طريقة المحددات: 
عند استخدام المحددات في إيجاد معكوس مصفوفة من الدرجة الثالثة 
يتم اتباع الخطوات التالية: 

1- ايجاد قيمة محدد المصفوفة |۸ وذلك باحدى الطريقتين السابق 
شرحهما في الباب الخاص بالمحددات. 

2- إيجاد مصفوفة المرافقات :(Co Factors)‏ ويقصد بها إيجاد قيم 
محددات عناصر المصفوفة وهي المحددات الناتجة بعد حذف 
الصف والعمود الذي به العنصرء حيث أن المصفوفة 3 × 3 [4] 
بها ثلاثة (3) عناصر ولهذا يكون لها عدد (9) مرافقات» ومرافق 
العنصر ى هو المحدد الناتج لمصفوفة (2 × 2) وذلك بعد حذف 
الصف (:)» والعمود (() الذي به العنصر (»). 

3- إيجاد قيم المرافقات» وهي قيم محددات العناصر (المرافقات) 
مضروبة في مصفوفة الإشارات المقابلة (قاعدة الإشارات) والتي 
تأخذ الشكل التالي: 


4- إيجاد المصفوفة المبدلة: وهي نفس مصفوفة المرافقات بعد تبديل 
الصفوف محل الأعمدة والأعمدة محل الصفوف بمعنى جعل 
الصفوفة أعمدة والأعمدة صفوف. 

عن مرس الف ف حمل ب فة الننحدة بر الس ةة الميدلة: 

[المصفوفة ل د 
۸ 
ثانياً: إيجاد معكوس المصفوفة باستخدام طريقة التخفيض 
المحوري: 
مسفوفة الوحدة أي: 
A xA" =1‏ 


طبيعة المصفوفات والعمليات الجبرية عليها 


ركالقيك کا مح الخ جرا النسفرفة المطلوب«إبجة 
كرشم »كم الل اجراء الات ارو على امد ن 
بحيث يتم تحويل المصفوفة الأساسية [4] إلى مصفوفة الوحدة وبذلك 
تتحول مصفوفة الوحدة إلى معكوس المصفوفة 
0 0 41 @ ريت 
d0 1 0‏ ييه ريه 


d40 0 1‏ ويك ريك 


حيث يتم استخدام العمليات الرياضية لتحويل عناصر المصفوفة 
الأساسية [۸] إلى أصفار باستثناء عناصر القطر الرئيسي فإنه يتم تحويلها 


م موقن 


إلى واحد صحيح وبذلك نجد أن مصفوفة الوحدة تتحول إلى معكوس 


المصفوفة وذلك كما يلي: 
مثال 2: أوجد معكوس المصفوفة باستخدام المحددات: 
5 2 3 
1 1 2 إلى 
4 2 4 
خطوات الحل: 
يتم إيجاد معكوس المصفوفة باستخدام المحددات باتباع الخطوات 
التالية: 
1- إيجاد قيمة محدد المصفوفة 8 . 
1 2 1 2 1 1 
A =3 3 +‏ 
ET‏ 


(4 - 4) 5+ (4 - 8) 2- (2 - 3)4= 
(2x4) + )5 »0(‏ - (3«»2)- 
2 = 0 + 08 - 6 = 
2- إيجاد مصفوفة المرافقات (محددات العناصر) مع ملاحظة قاعدة 
الإشارات التالية. 
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قيم المحددات الصغرى المرافقة لجميع عناصر المصفوفة وتأخذ الرموز 


التالية: 
Arı 4 A13‏ 
A A2‏ ريل 
4 4 رول 
حيث يتم حذف الصف والعمود الذي به العنصر وأخذ باقي العناصر كما 
1 
4-2-2 = 
2 
1 2 
A = =8-4=4‏ 
4 4 
327 
Aa =4-4=0‏ 
42 
محددات (مرافقات) الصف الثاني: 
5 2 
2--8-10- - ريل 
4 2 
5 3 
212-50-8 = 
4 4 
ج ع 
3427 
محددات (مرافقات) الصف الثالث: 
و0 ن 
1 1 31 
5 3 
8= 12-30 = ,۸4 
4 4 
2 3 
۸ 
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ويمكن وضعها في المصفوفة التالية: 


1 1 2 1 2 1Î 
TENE 
8-2 8-4 4-4 
(2) (4) (0) 
2 5| 3 5 3 2 
E 
8-10 12-20 6-8 
)2( )8( )2( 
2 5 3 5 3 2 
ET 
2-5 3-10 3-4 


(3) (7 (| 


0 4 2 
مصفوفة المرافقات هي: 2- ه- 2_- 
1 
مع ملاحظة قاعدة الإشارات يكون: 2 : 
1- 


3- المصفوفة المبدلة: جعل الصفوف أعمدة والأعمدة صفوف. 


[المصفوفة المبدلة] ! كت 


- 
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المحوري: 
فمثلآ إذا كانت المصفوفة ۸ هي: 


2 1 
A= 3 3 -1‏ 
0 1 2 
خطوات الحل: 
يكم لحا مكوين النسقوفة باتتهداء طزيقة المرافقات بقاع الخطوات 
التالية: 


1 2 -21 0 0 
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Rı =R, - 2 


1 0-0 0 1 2 خجيير 


60 0 2 4-4 2 جبره 


R, 0 -3 4-2 0 1‏ 
يكون لدينا: 


R٫ 
1 2 -2| 1 0 0 
0 1 2 1 2 0 
0 -3 4 2 0 1 
7-8-2 
R>12 -2 1 0 0 
مخ و ك و ن وم‎ 
3 2 
Ho. a 
3 2 
1 
1 0 3|1 27 0 
0 1 1 0 
0 اذك‎ E 0 1 
R,=R,-3R, 


R> 0 3 4 -2 01 
IR +0 3=5 °3 4ك‎ 0 
0 0 -1 1 -11 


2 
3 3 
ك 3 
J: 3‏ 
335 
0 2 
35 
ل | 
1 1 1 ۳ 1 1 نه 
ميد مام رجي كلق نت 7 وچ 5 25 
١‏ ْ و 
9 
4 فى | مدني | فى 
a‏ و m~‏ يده ام | 
.8 
”يم 0 
5 7 عاب 
م + سم بم | وحم بم سإ يد م 
eae e‏ | 1 |" ا 0-0 "تم بم اه o‏ 
م ص Il‏ 
ال سم صم | NIN‏ | > ب ب 
بم ن O‏ ميات 5 
مم EE x‏ 
© بم 2 
2 © سم © © س 3 2 خم 
إل د ا ب ا 1 1 1 o o‏ م 
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| 
| 


6- استخدام المصفوفات في حل المعادلات الخطية: 
تعتبر المصفوفات من الأساليب الرياضية التي تستخدم كثيراً في حل 
الان الرياضية؛ وبصفة 3 خاصة تلك التي تعتمد تعتمد عليها الإدارة العليا في 
المشروع في اتخاذ القرارات الإدارية مثل تخطيط الإنتاج أو خليط 
عناصر الإنتاج» أو تحديد عدد الوحدات الواجب إنتاجها في ضوء 
الإمكانيات أو الطاقة المتاحة» فإذا كان لدينا المعادلات الخطية التالية فإنه 
يمكن استخدام المصفوفات في حلها كما يلي: 
1-6- حل معادلتين ذات متغيرين: 
aııXx + 4127 = 1‏ 
da2ıX + a22y = b2‏ 


- مصفوفة المعامالات: 


الباب الثالث - الفصل الأول 2020-3 
y 4‏ 22@ روك 
و4 y 4 d2‏ 
ا 
y dı @22 2‏ 
وبالتعويض في المعادلة وإيجاد قيم المتغيرات. ٠‏ 
2-6- حل ثلاث معادلات ذات ثلاثة متغيرات: 
d12X2 + 4152 = 1‏ + 011361 
d22X2 + d23X3 = b2‏ + 02132 
D3‏ = 4333 + 02213 + 03133 
- مصفوفة المعاملات: 
وه 2@ dı‏ 


ووه ويه ب A=|‏ 


وده ر“ روك 


46 

X= | يا‎ 

€ 
4 
رادم 
2 
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dı @2 و»‎ 6 4 

و5 |- | ,لا || ووه ووه ريك 

4 2 وده رده روك 
1- 

6 dı #2 Q3 4 

و |" |ووه ووه ,)=| XK‏ 

4 ووه 2“ روك € 


المتغيرات] 
بالتعويض في المعادلة السابقة. 


استخدام المصفوفات في 

المشاكل الاقتصادية والإدارية 
والمالية 

Matrices Uses in Solving 


Economics, Managements, and 
Finance Problem's 
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استخدام المصفوفات في حل المشاكل 
الاقتصادية والإدارية والمالية 
Matrices Uses 1n Solving Economics,‏ 
Managements, and Finance Problem's‏ 
مقدمة: 
تعتبر المصفوفات من الأساليب الرياضية التي تستخدم كثيراً في حل 

الا أو المشاكل الرياضية» وبصفة 2 خاصة تلك التي تعتمد تعتمد عليها الإدارة 
العليا في المنشأة في اتخاذ القرارات الإدارية بشأن تخطيط عناصر الإنتاج 
أو تحديد الوحدات الواجب إنتاجها في ضوء الإمكانيات أو الطاقات 
المتاحة للمنشأةء وكذلك تحديد المبالغ الواجب استثمارها في كل قناة 
استثمارية في ضوء الأموال المتاحة والعائد الاستثماري لكل قناة (وجه) 
استثماريء وفيما يلي بعض التطبيقات الاقتصادية والإدارية والمالية على 
استخدام المصفوفات في حل المعادلات الخطية. 

أولاً: المصفوفات وإدارة الإنتاج. 

ثانيا: المصفوفوات وتوازن السوق. 

ثالثاً: المصفوفوات وتوازن الدخل القومي. 

رابعاً: المصفوفات نموذج المدخلات والمخرجات. 


أولاً: المصفوفات وإدارة الإنتاج: 

مثال(1): مصنع آية اشاح الحوى قوم طإنشاك أو كدن من ي 
مستخدماً في ذلك الدقيق والسكرء فإذا كانت الكمية المتاحة 
يومياً 13 طن دقيق؛ 25 طن سكرء والطلبية الواحدة من النوع الأول من 
الحلوى تحتاج في إنتاجها إلى طن واحد من دقيق» 5 طن من سكرء 
بينما الطلبية الواحدة من النوع الثاني من الحلوى تحتاج في إنتاجها إلى 
2 طن من الدقيق» 2 طن من السكر. 

المطلوب: تحديد عدد الطلبيات الممكن إنتاجها يومياً من النوعين بحيث 
يتم استخدام الكمية المتاحة للمصنع بالكامل. 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
اب 


معطيات الجدول السابق کک التعبير في صورة ة المعادلات الآتية: 


x + 2y = 3 


2y = 5‏ + ×5 
- ثم حل المعادلات باستخدام المصفوفات بإحدى الطريقتين. 


« باستخدام طريقة المحددات. 


ا لاا 
y 5 2 25‏ 
الأتية: 
000 
28ت 1ك Kix) = GS‏ 
دإيجاد المضفر فة الميدلة 


| 
|6 
بر ووم 
| 
دم a‏ 
1 
زرحم هم 
ا 
| 
| ا 
2 
N‏ | .0ك co|‏ 


-إيجاد فيم المتغيرات .y,×<‏ 
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N= 
اث‎ > 


أي أن عدد الطلبيات الواجب إنتاجها من النوع الأول هو (3) وعدد 
الطلبيات الواجب إنتاجها من النوع الثاني هو (5). 


حل آخر: باستخدام طريقة التخفيض المحوري: انه 


5x + 2y = 5‏ 
يتم حل المعادلات باستخدام طريقة التخفيض. 13 | 2 1 
25 5 


- حيث أن العنصر ,رى (العنصر الأول في العمود الأول في الصف 
الأول يساوي واحد صحيح ولذلك يترك كما هو ثم نقوم بتحويل باقي 
عناصر العمود الأول إلى أصفار وذلك كما يلي: 


R=R -5R 
حيث يتم ضرب عناصر الصف الأول ×5 ثم طرحه من الصف الثاني‎ 
كمايلي:‎ 
4 £ 2 5 
5R ج‎ 5 10 65 
هد :20 كار‎ 


R 
١ 2 13 | يكون:‎ 
0 5 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
iM.‏ 
-يحول العنصر رر (العنصر الثاني في العمود الثاني في الصف الثاني 
إلى واحد صحيح وذلك بقسمة عناصر الصف الثاني على -8 كما يلي: 


Ra 
-8 


3 1 
15 0 
- ثم بتحويل باقي عناصر العمود الثاني إلى أصفار وذلك بضرب 
عناصر الصف الثاني × 2 ثم طرحه من الصف الأول كما يلي: 


8-28 در 

R > 1 2 13 
2R, > 0 2 10 
1 1 0 3 

1 1 3 

0 1 5 

وبذلك نجد أن: 

X =3 
a5 


ولذلك فإنه لاستغلال الطاقة المتاحة يومياً للمصنع لا بد من إنتاج 3 
طلبيات من النوع الأول» 5 طلبيات من النوع الثاني. 
حل ثالث: باستخدام طريقة التخفيف المحوري في إيجاد معكوس 
المصفوفة: 
2y = 3‏ + $ 
2y = 5‏ + ×5 


Xx 1 21-1 13‏ 
4 = 
y 5 2 25‏ 
المحوري كما يلي: 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


- يجعل العنصر ,رى يساوي واحد صحيح وباقي عناصر العمود الأول 


أصفار. 
8 82-5 - و17 
R> 5 3 0 1‏ 
2R 5 10 5 0‏ 
1 ا 8- 0 R2‏ 
يكون: 


0 1 2 1 
1 5- | 8- 0 
- بجعل العنصر ره واحد صحيح وباقي عناصر العمود الثاني أصفار 


3 _R 
R, = 
يكون:‎ 
1 0 
1 2 5 1 
0 و1‎ 9 
بتحويل العنصر ,ره إلى صفر وذلك كما يلي:‎ ٠ 
Rı و8 8-2 د‎ 
R> 1 2 1 0 
10 -2 
2R, > 0 2 
8 8 
1 1 
R + 1 0 ت س‎ 
4 4 


يكون: 
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ات 


كر 
© 

ل 

براح ص | مو 

بم ]يم 


يكون: 


يكون: Y=5,X=3‏ 
مثال(2): مصنع أحمد لإنتاج الأجهزة الكهربائية به ثلاثة أقسام للتشغيل» 
ويقوم بإنتاج ثلاثة أنواع من الأجهزة هي التليفزيونء الراديوء الفيديوء 
فإذا كان إنتاج جهاز التليفزيون الواحد يحتاج إلى 3 ساعات عمل في 
القسم الأول» وساعتان في القسم الثاني» 4 ساعات في القسم الثالث» 
كذلك يحتاج إنتاج جهاز الراديو الواحد إلى ساعتان عمل في القسم 


ا 77 


الأول» وساعة عمل واحدة في القسم الثاني وساعتان عمل في القسم 

القسم الأول» ساعة عمل في القسم الثاني» 4 ساعات عمل في القسم 

الثالث. 

فإذا علمت أن الطاقة القصوى لقسم التشغيل الأول 17 ساعة أسبوعياًء 8 
ساعات أسبوعياً لقسم التشغيل الثاني» 18 ساعة أسبوعياً لقسم التشغيل الثالث. 
المطلوب: تحديد الكمية الواجب إنتاجها من الأجهزة الثلاثة بحيث يتم 

استغلال الطاقة المتاحة للمصنع بالكامل. 


مجاهيل (معادلة لكل قسم) وذلك كما يلي: 

حيث أن: 
3x + 2y + 5= 7‏ 
8 = جل 2x + yy‏ 
4x +2y +4= 18‏ 

×: تمثل عدد أجهزة التلفزيون الواجب إنتاجها. 

: تمثل عدد أجهزة الراديو الواجب إنتاجها. 

2: تمثل عدد أجهزة الفيديو الواجب إنتاجها. 

ثم وضع المعادلات في صورة مصفوفات كما يلي: 


1 
[متجه الثوابت] × [مقلوب مصفوفة المعاملات] ‏ = Jy)‏ 
3 


iM. 


1 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 


x 3 2 5 [17‏ 
8 1 1 2] دامر 
18 4 2 4 2 
1- إيجاد قيمة محدد المصفوفة |4 |. 
1 2 1 2 1 1 
|A|=3 3 1‏ 
2 4 4 4 4 2 
(4-4) 5+ (4 -2)8-(3)4-2- 
(5<0) + (24)- (3«2)- 
2 = 0 + 8 - 6 = 
2- إيجاد مصفوفة المرافقات مع ملاحظة قاعدة الإشارات. 
|1 2 1 2 1 1 
2 4 4 4 4 2 
4-4 8-4 4-2 
)0( 4) )2( 
2 3 5 3 5 2 
2 4 4 4 4 2 
6-8 12-20 8-10 
(2) (8) (2) 
2 3 5 3 5 2 
1 2 4 4 1 1 
3-4 3-10 2-5 
CY @ |‏ 
0 4 2 
2 8 2 
1 7 3 


تطبيق قاعدة الإشارات: 
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+ - + 
35 = 
+ - + 
0 4- 2 
2 8- 2 
1- 7 3- 
- إيجاد المصفوفة المبدلة: 
3- 2 2 
1 8 4 
1- 2 0 


[المصفوفة المبدلة]- ١ر‏ 1 
A۸‏ 


قت 2 2 
8 و ودا 
1 2 0 |2 
3 2 2 
2 2 2 

7د 8 4 
2 2 2 
1 2- 

0 2 2 


بالتعويض: 


بخ ما اوم 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 


ات 


1 2- 2- 
17 2 5 5 
لها كد 4 | 
2 2 2 
1 
8 1 2ت 
١ 282 21‏ 
دمع | 54 6ا 44 
gE © 2‏ 5 ان 
6 _- 6- + 64 + 68 _- 
2 2 2 2 
2 18 + 16- + 
| 2 1 2 2 0 
2 
J| = | 3‏ 
1 2 
يكون: 251 ,3 = ¥ ,2 X=‏ 
حل آخر: يمكن حل المعادلات السابقة باستخدام طريقة التخفيض 


المحوري: 
7 -ج52+(22 + 3x‏ 
8 = جل y‏ +212 
8 -ج4 + 4x +2y‏ 


يمكن وضع المعادلات على الصورة: 


4 2 4| 18 


1- تحويل العنصر رر إلى واحد صحيح وباقي عناصر العمود الأول 
إلى اضفار وذلك كما بلى: 
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ا 
1 


17 
3 
8 

18 


نم 
دم | دن مم ومح 
O‏ | ين مم خخ 


ه بضرب عناصر الصف الأول × 2 ثم طرحه من عناصر الصف 
الثاني. 
الثالث. 

كما بلي: 


-تحويل العنصر رو إلى واحد صحيح وذلك كما يلي: 
RR)‏ 


1 
ثم تحويل الصفر وده إلى صفر وذلك كما يلي: 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 


يمكن صياغة المعادلات كما يلي: 


(1) چ طاح وتو Ka‏ 
3 3 3 
)2( جب Y +7Z=10‏ 


0 27-23 
من المعادلة الثالثة نجد أن: 


2 -22 
Z=1‏ 
بالتعويض في المعادلة الثانية: 
y+71=10‏ 
y =‏ 


بالتعويض في المعادلة الأولى: 
7ا عومد 2 
= (1)= + )3 
3 817 


XxX +2+== د‎ 
3 


ا 
+ 
N‏ 
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يكون لدينا: 


بخ E‏ وم 
1 
ذم ڍنن نس 


ثانياً: المصفوفات وتوازن السوق: 
مكالم إذا كان دالقى :الظلب والعزحن لطلعة ما على الصورة القالية: 


5 - م2 + 00 
5= م3 - Os‏ 
حيث أن ,0 , .0 تمثل الكميات المطلوبة والكميات المعروضة م تمثل 
السعر. 
المطلوب: تحديد السعر التوازني والكمية التوازنية في السوق. 
خطوات الحل: 
عند التوازن فإن: 0 - 0 -,م0 
يكون: 
5 - م2 +02 
5= م0-3 


- فإنه يمكن حل هذه المعادلات باستخدام المصفوفات: 


1 2 | 5 
2 -3 5 


-بجعل العنصر رر۾ يساوي واحد صحيح وباقي عناصر العمود الأول 


تساوي صفر وذلك كما يلي: 
=R) -=R,‏ 1 

5 3- 41+ ير 

R >1 2 25 

230 لوت 40 رR‏ 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 


AEE 
1 2| 25 
0 -5-0 
تحويل العنصر ررح إلى واحد صحيح وباقي عناصر العمود الثاني‎ - 
إلى صفر وذلك كما يلي:‎ 


5 
1 2 25 
0 1 4 


R=R, - 28‏ 
25 3 1 > رR‏ 
8 2 0 ج 2R,‏ 
17 0 1 ف 
يكون لدينا: 
17 |0 1 
4 |1 0 
أي أن: Q=17‏ , 24م 
أي أن الكمية التوازنية هي 17 والسعر التوازني هو 4. 
5 - م2 + ,0 
5- م3- ,0 
وعند التوازن: 0 -.0 = Qa‏ 


يكون: 
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5 -م2 +0 
5= م3 - 0 


25] 271 1] 01 
4 = 
5 3- 1 م 
- إيجاد قيمة محدد المصفوفة |4 |. 
2 1 
A=‏ 
ا 0 
205 5 
- إيجاد المصفوفة المبدلة: وذلك بتبديل عناصر القطر الرئيسي وتغيير 


إشارات القطر الفرعي. 
2 3- 
1 1- 
۸ 
رب 3= |1 _ 
1 1- | 5- 
5 
1- 


3 
5 
1 
5 5 


١ 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 


NNE 


3 3 
25 2 2 
5 5 5 
5 احا ل 
5 5 
85 .+ 5 
NEF‏ 5 5 
20 2 25 
5 8 ™* 5 
17[ )0 
4 | 7 
تكون © -17,م-4 
حل ثالث: باستخدام معكوس المصفوفة بطريقة التخفيض المحوري: 
5 - م2 +0 
5= م0-3 


25 2 1 0 
ا ا 
يتم إيجاد معكوس مصفوفة المعاملات باستخدام طريقة التخفيض 
المحوري كما يلي: 
0 2|1 1 
١ 3 1‏ 


-تحويل الصفر ورم إلى صفر كما يلي: 


=R = 8‏ م 
R> 1 -3 0 1‏ 
R + 1 2 1 0‏ 
R> 0 -5 -1 1‏ 


يكون لدينا: 


-تحويل العنصر رر إلى واحد صحيح كما يلي: 
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0 1 
1- 1 2 
Kk‏ 0" 
5 5 
-تحويل العنصر درم إلى صفر وذلك كما يلي: 
-R - 2R‏ 
2 1 
0 1 2 1 
2- 2 
- 2 0 
5 5 
2 3 0 1 
5 5 
يكون لدينا: 
2 3 
5 5 |0 
1- 1 |1 
5 5 
فيكون معكوس المصفوفة هو: 
2 
5 
1 
5 


دن | ی نا | ی 
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aM - 


2 3 
25 2 
وا 5 5 58 
- 1 
5 5 
85 چ 5 
5 || 5 5 
20 5 25 
5 5 ۳+ 5 


ا 


مثال(2): إذا كان دالتى العرض والطلب لسلعة ما على الصورة التالية: 


5p = 0‏ + و30 
56 = م3 - ,0ط 
المطلوب: ما هو السعر الذي يحقق التوازن في السوق وكذلك الكمية 
التوازنية. 
خطوات الحل: 
عند التوازن: 
Qa = Qs = Q‏ 
5p = 0‏ + و30 
6 ا 


حل المعادلات باستخدام المصفوفات: 
20 |5 3 
6 |3- 7 


-تحويل العنصر ,ره إلى واحد صحيح كما يلي: 


1 1,67 66,67 
7 -3 65 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


-تحويل العنصر ,ره إلى صفر كما يلي: 


RS =F 
و8‎ > 7 =3 65 
7R, >_ 7 1169 466,69 
R> 0 -14,69 --69 
يكون لدينا:‎ 
1 167 66,67 
0 -14,69 | -9 
-,6914 -تحويل العنصر رر إلى واحد صحيح وذلك بالقسمة على‎ 
م‎ - 
-09 
1 167| 66,67 
0 1 | 3513 
-تحويل العنصر ريه إلى صفر وذلك كما يلي:‎ 
Rı - 8, - و1671‎ 
R و‎ 1 1,67 66,67 
1.67) > _ 0 1,67 58,67 
5 1 0 8 
يكون لدينا:‎ 
1 0 8 
0 1 35,13 
وبذلك فإن:‎ 
0-8 


3 دم 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
ill aM -‏ 


ثالثاً: المصفوفات وتوازن الدخل القومي: 
مثال(1): في ضوء المعلومات التالية حدد الدخل التوازني (ر) ومعدل 
الفائدة التوازني () . 


دالة الاستهلاك 5 + C= ,8y‏ 
دالة الاستثمار 5 + 20# - -1آ 
عرض النقود 0 = Ms‏ 
الطلب على النقود 650 + Md = ,2y - 30r‏ 
خطوات الحل 
توازن سوق السلع والخدمات: 
y=C +I‏ 
5 + 207 - 25 + نرق, = ر 
y= 8y - 207 + 0‏ 
0= 20- =ر8,-رy‏ 
,2y + 20 = 350 ()‏ 
توازن سوق النقد: 
M, =M,‏ 
,2y -307 + 650 = 0‏ 
,2y - 30# - - ۰ (2)‏ 


يكون لدينا معادلتين هي: 
0 -/20 + (2, 
0 - م30 - ,2y‏ 
بحل المعادلتين باستخدام المصفوفات كما يلي: 


[متجه الثوابت] Xx‏ !-[مقلوب مصفوفة المعاملات] = 2 
r‏ 
350 2017 2, 
2 ا 
0- 30 -— 2 
- إيجاد قيمة محدد المصفوفة (۸). 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


(۸) = ),2 x×-30( - ,2)20( 
=-6-4=- 0 


-0 - 0 

-0 2 

[المصفوفة المبدلة]_ 1م 1 
A‏ 


- إيجاد المصفوفة المبدلة: 


يكون: 


MTS 2 350 
= xX 
1١ 2 -,02 -0 


_ 1050-0 
7+3 


0 
10 0 
يكون الدخل التوازني ٠۲-750‏ ويكون معدل الفائدة التوازني 10% = . 


لمحو ري. 


ENTE 
,2y - 30 = -0 
,2 20 30 
| ,2 -30 | 5 
تحويل العنصر ,ره إلى واحد صحيح وذلك بقسمة عناصر الصف على‎ 
كما يلي:‎ ),2( 
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INE 


R‏ ل 
R =1‏ 
2, 1 
1750 100 أذ 
0- 30 - 2, 
تحويل العنصر (رري) إلى صفر كما يلي: 
R2=R, = 2R,‏ 
Ri 3 -0 -10‏ 
0- زب 3د و 
50 - 50 - 0 
يكون لدينا المصفوفة: 
1750 100 1 
500 -— 50 - 0 
الثاني على (50-). 
R‏ -_-_- 
R =2‏ 
50- 2 
يكون لدينا: 
1750 100 1 
10 1 0 
بتحويل العنصر (رر») إلى صفر وذلك كما يلي: 
1001 - 1 0 
1750 100 1 چ R‏ 
1000 100 0 ج 100R»‏ 
750 0 1 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


750 0 1 
10 | 1 !0 
وبذلك فإن: 0 = ر ,10 = r‏ 
مثال (2): في ضوء المعلومات التالية حدد الدخل التوازني (ر) ومعدل 
الفائدة التوازني: 
دالة الاستهلاك 90 + C=,7y‏ 
دالة الاستثمار 0 + 308 =1 
عرض النقود 650 = Ms‏ 
الطلب على النقود 0 + Ma = ,3y - 20r‏ 
خطوات الحل 
- توازن سوق السلع والخدمات: 
yJy=C+1I‏ 


,7y + 90 - 30۲ + 0‏ = ر 
,7y = - 307 + 0‏ نل 


)0 -ح- 30# + ,3y‏ 
- توازن سوق النقد: 
أل - My;‏ 
,3y -207 + 600 = 0‏ 
,37y - 207 - (2)‏ 
بحل المعادلتين باستخدام المصفوفات كما يلي: 
,3y + 307 = 0‏ 
,3y - 207 = 0‏ 


y 3 3017 450 
> 26 
1 ,3 -0 50 


- محدد مصفوفة المعاملات /. 
(A)=-6-9=-5‏ 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
اب 


اة الا 


[المصفوفة المبدلة]- 1م أ 


1 ]-0 -0 
o 
20 30 
- ]15 15 
|3 -,3 
15 
وبذلك فإن:‎ 
2 30 
1 15 
[م‎ 3 3 50 
15 15 
y | [900 + 100 
| 9 + ١ 
y | | 00 
1 
10= +, 1000 ع‎ y يعون‎ 


رابعاً: المصفوفات ونموذج المدخلات والمخرجات: 


Matrices and Input-Output Model 


مثال(1): بفرض أن هناك قطاعين للإنتاج هما )1« (2) في إحدى الدول 
وكان جدول المدخلات والمخرجات كما يلى 


RESIS 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


المطلوب: 

1- إيجاد مصفوفة المعاملات الفنية. 

2- إيجاد مصفوفة ليونتيف. 

3- إيجاد أثر زيادة الطلب على الاستهلاك النهائي للقطاع (1) بمقدار 


وحدتين. 
خطوات الحل 
1-مصفوفة المعاملات الفنية هي: 
10 4 
100 007 
5 10 ` 
100 50 
1, 08, 
38 ضٍِ 1 


2- مصفوفة ليونتيف كما يلي: 


الفنية. 
1, 08 [0 1 
١ 1 - : 5‏ 4 
1,- 2[ 
95, 2 
3- لبيان أثر زيادة الطلب على الاستهلاك النهائي للقطاع (1) بمقدار 


وحدتين نتبع ما يلي: 
-إيجاد معكوس (مقلوب) مصفوفة ليونتيف. 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
اب 


كما بلي: 
1- إيجاد قيمة محدد المصفوفة 


4 
A | (92 #6 ,95( (-,2 #6 -1(‏ | 
09 02), - 879 = 
اا التسفوقة اة رذلك قفن اسر القطن ار تسى ,تر 
إشارات عناصر القطر الفرعي كما يلي: 
1, 95, 
92, 2 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


3- مقلوب المصفوفة: 
[المصفوفة المبدلة]- "۸ ِ , 
1 95 1 
2 | 859 ` 
1 95, 
859, 59 _ 
2 2 
859, 859, 
-الإنتاج الكلي عند زيادة الطلب النهائي للقطاع (1) بمقدار وحدتين 
يصبح: 
ی اع (1) القطاع ر2) 
=2 + 36 =2 + وو 
(38) )97( 


... قيمة الطلب النهائي الجديد: Î‏ 38 | 
١‏ 97 


الإنتاج الكلي = مقلوب مصفوفة ليونتيف × قيمة متجه الطلب النهائي 


الجديد 
55 95, 
9 | ر | 859, 9 _ 
و |* | 92 
59 859, | 
قكد | |97 , 3611| 
0 | 9 |_| 859, 59 | _ 
112,7 96,84 89,24 7,6 
ووم | |59 ˆ 1,859 


يكون أثر زيادة الطلب على الإنتاج الكلي: 


| 653 50 1 33 
| 7 100 | | 127 


TT‏ استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 


NIS 
مثال(2): شركة أحمد للأمن الغذائي لديها ثلاثة أقسام إنتاجية فإذا علمت‎ 
أن توزيع منتجات الأقسام الثلاثة على النحو التالي:‎ 


المبيعات والمخزون 


السلعي والطلب النهكي | (© | (2) | ) 
| 200 | 20 | 50 |30 | 0 | القسمالاول 2 | 
| 250 | 140 2 |75 | 0 | 35 ]| القم‌الثاني | 
| 300 | 20 | 0 | 40 |10 | القسمالثالث>- | 


| إ0 0| دست 
ا ]| |0 ]0|0 | اجورمباشرة | 
فات = 
E OT 311:‏ 
او 
| | |55 | 4 | 35 | آرباح راس‌المال | 
حجد حا ي 
فإذا قامت الشركة بتقدير مبيعاتها للفترة القادمة ومستوى المخزون 
السلعي المطلوب وكانت بياناتها كالآتي: 


الطلب النهائي المتوقع المخزون ١‏ ت المتوقعة المنتج 
السلعي 00 


المطلوب: تقدير مستويات الإنتاج الكلي لكل قسم إنتاجي وكذلك تقدير 
قيمة التكاليف والأرباح المرثبطة بمستويات الإنتاج. 

خطوات الحل: 
1- إيجاد مصفوفة المعاملات الفنية: 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


0 16 05, 
2- إيجاد مصفوفة ليونتيف = مصفوفة الوحدة [1] - مصفوفة المعاملات 
الفنية 
17 12 0 0 0 
[Lj= 0 1 0|-| 18 0 „25‏ 
0 16, 05, 1 0 0 


3- إيجاد مقلوب مصفوفة ليونتيف: 

يتم ذلك باتباع الخطوات التالية: 

- إيجاد قيمة محدد المصفوفة. 

- إيجاد مصقوفة المرافقاك مع ملاحظة قاعدة الإشارات: 
- إيجاد المصفوفة المبدلة. 

لوت المصفوفة ‏ × [المصفوفة المبدلة] 

نحصل على مقلوب (معكوس) مصفوفة ليونتيف كما يلي: 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
اب 


,96 ,15 ,20 


923 ,923 23 
,19 ,99 ,28 


923 ,923 23 
,08 ,17 ,98 


,923 ,923 923 | 


4- تقدير مستويات الإنتاج عن طريق ضرب معكوس مصفوفة 
ليونتيف × قيمة الطلب: النهاتي كما لے 


اا 
0 15 96, 
250 0 923, 923, 
0 | × قن لد ! او = 
0 0 0 0 
| 923 923 923, | 
| 355 ]| | 45+70 +240 | 
384,6 23 23 
ووص | | 442:5 | | 98 + 297 + 475 |_ 
4485| | وين | | 51+343 +ود 


[5ده | | 923 | 


وبذلك تكون مستويات الإنتاج والأقسام هي: 
القسم الأول = 384.4 
القسم الثاني = 79.4 
لقسم الثالث = 48.5 


5- تقدير التكاليف والأرباح المرتبطة بمستويات الإنتاج المتوقعة كما 
يلي: 


٠‏ حساب مصفو فة المعاملات الفنية للقيمة المضاف كما يلي: 


الباب الثالث - الفصل الثاني 


300 


300 


300 


30 


30 60 
200 250 
50 50 
200 250 
40 30 
200 250 
35 40 
200 250 


ه حساب التكاليف والأرباح المرتبطة بمستويات الإنتاج وذلك بضرب 
مصفوفة المعاملات الفنية لعناصر القيمة المضافة × قيمة الإنتاج المتوقع 


كمايلي: 
3 24 15 
3846 
1 20, 25, 
x | 419,4‏ 
10 12 20, 
448,5 
آي 16 18, | 
2 + 1151 + 575 | 
3 + 959 + 96,1 
7 + 575 + 76,9 
077 + 76,7 + 69,3 | 
241 
150,3 
179,2 
2266 


وبذلك تكون التكاليف والأرباح المرتبطة بمستويات الإنتاج كما يلي: 


استخدام المصفوفات في حل المشاكل الاقتصادية والإدارية 
اب 


تكلفة المواد = 241 

تكلفة الأجور = 150.3 

المصروفات غير المباشرة ١‏ = 
179.2 


أرباح رأس المال = 226.6 


أسلوب البرمجة الخطية 
Linear Programing‏ 
Technique‏ 


ه الفصل الأول: طبيعة البرمجة الخطية. 


٠‏ الفصل الثاني: استخدام الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة 
الخطية 


« الفصل الثالث: استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج البرمجة 
الخطية. 


٠‏ الفصل الرابع: المشكلة المقابلة (الثنائية). 
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الباب الرابع 
أسلوب البرمجة الخطية 
Linear Programing Technique‏ 
المقدمة: 


البرمجة الخطية هي عبارة عن أسلوب رياضي يمكن استخدامه في 
تحديد ارات العظمى أو الصغرى لدالة خطية مقيدة بعدد من القيود 
کک e‏ متباينات أو TS a‏ أو خليط بينهما 
e‏ 

ولم يكن الاهتمام بأسلوب البرمجة الخطية جديداً» ففي عام 1939 توصل 
العالم الروسي Kantorovich‏ إلى ان هناك مجموعة من العوامل الذي تعوق 
العملية الإنتاجية» وقد أمكن صياغة هذه العوامل في نموذج رياضي واحد 
يسهل من استخدام الطرق الرياضية والرقمية في إيجاد الحلول لهاء إلا أن 
جهوده هذه لم يعترف بها في وقتهاء إلى أن قام ماع:)؟ في عام 1945 بتحديد 
e"‏ الوجبات e‏ او دي E‏ 
طرق والأساليب المستخدمة في البرمجة الخطرة > حديثة العهد؛ إلا أن هذه 
وهو عالم رياضي في سلاح الجو الأمريكي عندما قام بتطوير هو 
وزملائه في سلاح الجو- طريقة للحل وهي تعرف وتستخدم الآن على 
نطاق واسع وهي طريقة السمبلكس لطا" ×ءامص1؟ وقد ازداد بعد ذلك 
الاهتمام بتطوير وتطبيق أسلوب البرمجة الخطيةء وتوجد العديد من 
برامج بحوث العمليات (البرامج الجاهزة) التي تستخدم في حل المشاكل 
الخاصة بأسلوب البرمجة الخطية باستخدام الحاسب الآلي. 

ونتناول في هذا الباب: 

الفصل الأول: طبيعة البرمجة الخطية. 

الفصل الثاني: استخدام الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة الخطية. 


الخطية. 


طبيعة البرمجة الخطية 
Nature of Linear Programing (L.P)‏ 


الباب الرابع - الفصل الأول 0077 


الفصل الأول 
طبيعة البرمجة الخطية 
Nature of Linear Programing (L.P)‏ 


1 - مفهوم البرمجة الخطية (۲.): 

تعرف البرمجة الخطية بأنها أسلوب رياضي كمي يستخدم في اتخاذ 
القرارات الاقتصادية المثلى» ويعرف الاقتصاديون أسلوب البرمجة الخطية 
بأنه طريقة رياضية منظمة لتخصيص مجموعة من الموارد الاقتصادية 
المحدودة على عدد من الاحتياجات المتنافسة على هذه الموارد بأفضل طريقة 
ممكنة أي أن أسلوب البرمجة الخطية يعتبر أسلوب رياضي كمي يهدف إلى 
الوصول إلى أفضل استغلال وتخصيص ممكن للموارد الاقتصادية المتاحة في 
ل مجصمرعة ينه من وو 
ارك تود ون كن كن مت كت 
(بالخطية) حيث يفترض وجود علاقات خطية بين المدخلات المتمثلة في 
الموارد الاقتصادية وبين ين المخرجات المتمثلة في المنتجات» حيث تتغير 
المخرجات تا لتر المدخلات بنفين الس وف تفن الاكجاه. 


2- استخدامات أسلوب البرمجة الخطية: 
يستخدم أسلوب البرمجة الخطية في حل عدد كبير ومتنوع من المشاكل 
في كافة الوحدات الحكومية العسكرية» الصناعية» التجارية, كما يستخدم 
في نكاد الكثير من اقرف 0 في مدا عديدة مثل د 
الط مالي 
1- تحديد التشكيلة المثلى للإنتاج في ضوء الموارد المحدودة»ء كذلك 
تحديد كميات الإنتاج أو مستوياته» وذلك من كل نوع من أنواع 
المنتجات. 
2- تحديد التشكيلة المثلى للاستثمارات في الأوراق المالية المختلفة. 
3- تحديد المزيج الأمثل الخاص بمشاكل الخلط الذي يحقق أدنى تكلفة 
ممكنة وكذلك الذي يحقق أقصى ربح ممكن. 


ory E. 


4- تحديد أفضل طرق نقل وتوزيع المنتجات من مواقع الإنتاج المختلفة 
إلى مواقع البيع أو التخزين في المناطق الجغرافية المختلفة» بحيث 
يمكن تلبية الاحتياجات بأقل تكلفة ممكنة. 

5- تحديد أفضل طرق تعيين أو تخصيص الأعمال المختلفة على 
الآلات والمعدات والعاملين عليهاء بحيث يتحقق أفضل تشغيل 
ممكن. 


3- مفاهيم البرمجة الخطية: 

يستخدم أسلوب البرمجة الخطية مجموعة من المفاهيم والمصطلحات 
يجب تفسيرها وتحديد مضمونها بشكل واضح حتى يستطيع الطالب 
والقارئ والباحث التعرف عليها وهي: 


1-3- البرنامج: 
٠‏ وهو عبارة عن خطة عمل يتم تنفيذها خلال فترة زمنية معينة» ومن 
أهم البرامج تشكيلة الإنتاج» تشكيلة الاستثمارات» مزيج الخلط نقل 


2-3- البرنامج الأمثل: 
هو برنامج يمكنه تحقيق أفضل حل ممكن للمشكلةء ويتمثل في تعظيم 
الأرباح أو التخفيض لأدنى حد ممكن للتكاليف. 


8-3- المتغير: 


وهو عبارة عن المنتج أو الخدمة أو المشروع الذي يتنافس مع غيره 
فى الحصول على موارد محددة متاحة للمنشاة. 


3- 4- البرمجة: 


وهي عبارة عن مجموعة من الإجراءات المنظمة التي يمكن عن 
طريقها تحديد أو تصميم برنامج معين » وتتكون البرمجة من سلسلة 
متتابعة من القواعد الحسابية لحل مشكلة يمكن تنفيذها يدويا أو باستخدام 
الحاسب الال 


ا 0 


5-3- الخطية: 


التابعة ومتغير أو أكثر من المتغيرات المستقلة. 
6-3- البرمجة الخطية: 

هي عبارة عن أسلوب أو طريقة رياضية لتحديد برنامج أمثل لمجموعة 
متغيرات متداخلة في ضوء مجموعة موارد محدودة متاحة للمنشأة خلال 
فترة زمنية معينة. 


4- عناصر أسلوب البرمجة الخطية: 
يعتبر أسلوب البرمجة الخطية من الأساليب الأكثر استخداماً وانتشاراً 
في التطبيق» كما أنها تعتبر من طرق الأمثلية التي لا يتم إجراء تحسينات 
لاحقة عليهاء وبالتالى فهى من أفضل الأساليب التجريبية لأنها تعطى 
الحلول المثلىء وتتمثل عناصر البرمجة الخطية فيما يلي: ْ 
1- دالة الهدف: وهي تعبر عن العلاقة بين متغيرات القرار (في مشاكل 
المزيج الإنتاجي) فإن متغيرات القرار تتمثل في منتجات الشركة 
المحددة في المشكلة» الهدف الذي تسعى الوصول إليه (إماأدنى تكلفة أو 
أقصى ربح). 
2- متغيرات القرار: تمثل الخيارات المتاحة أمام صانع القرار عند 
استخدام الموارد وحل المشكلة. 
3-القيود: وهي محددات ثقيد الخيارات المتاحة لصانع القرار ويمكن 
التعبير عن القيود في ثلاثة أشكال: 
أ-علاقة أكبر أو يساوي (<) ويمكن التعبير عنها كما يلي: 
ارق E‏ 
ب-علاقة أقل من أو يساوي ( >) ويمكن التعبير عنها كما يلي: 
5x + 16y > 80‏ 
ج-علاقة التساوي: حيث يكون المطلوب الالتزام برقم محدد من المواد 
بدون أكثر أو أقل. 
Xx + 2y = 0‏ 
ويعتبر هذا القيد هو الأصعب أو الأكثر حرجا لأنه يتطلب الالتزام برقم 
محدد 


۴ طبيعة البرمجة الخطية‎ e. 


5- شروط استخدام البرمجة الخطية: 
يتطلب استخدام أسلوب البرمجة الخطية ضرورة توافر عدة * شروط 

نوردها على النحو التالي: 

1- يجب أن يكون هناك هدف يراد تحقيقه» وعادة يكون هذا الهدف هو 
تعظيم الأرباح إلى أقصى ما يمكن أو تخفيض التكاليف إلى أدنى ما 
يمكن وذلك حتى يمكن صياغة المشكلة في صورة نموذج رياضي وفقاً 
لأسلوب البرمجة الخطية. 

2- يجب أن تكون عناصر المشكلة ومتغيراتها قابلة للقياس الكمي» بمعنى 
أنه يمكن قياسها كمياء وعلى ذلك فإن العناصر والمتغيرات التي لا 
IS‏ كني 9 يمكن اراجفيا” في النموذج 

3- يجب أن تكون متغيرات المشكلة قابلة للتجزئة» بمعنى أنه يمكن 
للمتغيرات أن تأخذ قيماً أو كميات كسريةء أي جزء من وحدة القياس» 
أي يسمح بإنتاج كسور من المنتج النهائي في برنامج الإنتاج الأمثل. 

4-يجب أن تكون الإدارة في حالة تأكد تام فيما يتعلق بالعوامل والمتغيرات 
الخاصة بالمشكلة كالموارد المتاحة والمستوى التقني ونتائج البرامج 
الخطية حيث أنه من الأساليب المحددة وهذا يعني أن هذا الأسلوب 
يصلح للتطبيق في محيط التأكد وفي حالة توفر المعلومات التامة ولا 
يصلح استخدامه في محيط المخاطرة وعدم التأكد. 

5-يجب أن تكون كل العلاقات بين متغيرات المشكلة خطية؛ أي يكون 
بينها علاقة أو تناسب طردي. 

6- يجب أن تأخذ جميع متغيرات المشكلة قيماً أو كميات موجبة أو تكون 
مساوية للصفرء أي لا يسمح لها بأن تأخذ قيماً أو كميات سالبة. 

7- يجب أن يتم التعامل مع فترة زمنية واحدة» وهذا يعني أن أسلوب 
البرمجة الخطية أسلوب ثابت غير حركي لا يهتم بدراسة أثر النتائج 
في فترة معينة على الفترات الأخرى (عئها5 ع]ةا5). 

8- يجب أن تكون عوامل المتغيرات في كل من الهدف والموارد 
الاقتصادية المتاحة ثابتة خلال الفترة الزمنية التي يعد عنها البرنامج 
الأمثل. 
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و يجب أن يكون هناك حدوداً ثابتة للموارد الاقتصادية المتاحة» حيث أنه 
لولا وجود مثل هذه الحدود الثابتة أو القيود لما كان هناك مشكلة أصلاء 
ولما كان هناك داعي لاستخدام أسلوب البرمجة. 

0- يجب أن يكون هناك بدائل يتم الاختيار بينهاء وقد تأخذ تلك البدائل 
صورة تشكيلات مختلفة من المنتجات. 


6- بناء (أو صياغة) النموذج الرياضي لأسلوب البرمجة 
الخطية: 

فإذا كان أمام متخذ القرار في إحدى المنشآت مجموعة من البدائل أو 
الخطط البديلة (للإنتاج - التسويق - التخزين - النقل - الاستثمار ....) 
والمطلوب المفاضلة بين هذه الخطط البديلة وفقاً لدالة هدف معينة يحددها 
متخذ القرار» فإن أسلوب البرمجة الخطية يتكون من ثلاثة أجزاء أساسية 
هي : 
1- دالة الهدف: قد تكون دالة الهدف دالة ربح أو دالة تكلفة. 


٠‏ دالة الربح: يكون المطلوب هو تعظيم هذه الدالة أي تحقيق النهاية 
العظمى لدالة الربح» بمعنى اختيار الخطة التي تحقق للمشروع أكبر 
أرباح ممكنة. 
تحقيق النهاية الصغرى لهذه الدالة» بمعنى اختيار الخطة التي تحقق 
للمشروع أقل تكلفة ممكنة. 

2-مجمو عة من القيود على دالة الهدف (قيود المشكلة) وهي تعبر عن 
متداخلة بين المتغيرات التي تعبر عن المشكلة بحيث يمكن تمثيلها في 
شكل متباينات أو معادلات رياضية. 

3- قيود أخرى على المتغيرات التي تدخل في تركيب النموذج» مثل قيود 
أن يتم العرض البياني للعلاقات في الربع الأول فقطء حيث أن قيم (×) 
و(/) موجبة» وعند حل المشكلة جبرياً باستخدام طريقة السمبلكس فإن 
قيم المتغيرات تكون موجبة ويمكن التعبير عن ذلك رياضيا كما يلي: 
- قد يكون المطلوب مثلاً تعظيم أو تخفيض الدالة Mi‏ :ه :1/15 


.` طبيعة البرمجة الخطية 
FSO K + CK +‏ 


232*056 OA 
فى ظل القيود التالية:‎ - 
> 
ak كلت ىر ع ربك ما معو حك و رون عد‎ 
< 
> 
dA بو كر وو نك‎ Eee يكل تر كروك‎ 
ك‎ 
2 
0 يكبي‎ FQ Sag بره ممع اع محل‎ =R,, 
3 


- شرط عدم السلبية: 
n)‏ ... 3 ,2 ,1 - ) 0< تند 


وبالتالي فإنه يمكن التوصل إلى الصيغة الرياضية العامة السابقة 


وكتايكها اك اا 
- دالة الهدف Max or Min‏ 
رارع رج F(X)=‏ 

j=1 


Subject to: 


- في ظل القيود: 
ك 


IV 


Non Negative Condition -شرط عدم السلبية‎ 
X; >0 


ثوابت 


حيث أن: ن , dij, Di‏ 
ويمكن استخدام المصفوفات في صياغة نموذج البرمجة الخطية كما 


يلي: 
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-دالة الهدف: 


-القيود 


IV 


۸ 


شرط عدم السلبية: 


Max or Min 


F(X) =[C, 6 


Subject to: 
dı d2 
dd و4‎ 
448 2 
Xj 20 


وبذلك فإن الصيغة العامة لأسلوب البرمجة الخطية وفقاً لنظام المصفوفات 


هي: 
- دالة الهدف: 


- القيود 


1- أن دالة الهدف 70 هي دالة خطية. 
2- أن القيود كلها خطية وتأخذ شكل متباينات أو معادلات أو خليط منهما. 
3- أن الحل المقبول هو الذي يعطي قيماً غير سالبة للمتغيرات ..,ود ,2× ,1× 


عل 


Max or Min 


F(x) = Cx 


Subject to: 


IV 


IV 


non-Negative 


الل ددسيو يي 1 
مما سبق يتضح أ هذه الخصائص تجعل أسلوب لاجرانج Lagrange‏ 


غير ملائم لحل هذه المشاكل» مما يجعلنا نحتاج إلى استخدام أسلوب جديد 
وهو أسلوب البرمجة الخطية. 


ا 77 


استخدام الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة الخطية 
Graphical Method of Solving L.P Models‏ 

1- مقدمة: 

ا كير ة في کح طبيعة ماک اکى تکل ارس البزميهة ال 

وكذلك إجراءات حلها دون تعقيدات رياضيةء وبذلك فهي تعتبر بمثابة 

مدخل ملائم لشرح المشاكل التي تحل بأسلوب البرمجة الخطية؛ وعلى ذلك 

تعتبر الطريقة البيانية ذات فائدة محدودة» حيث يقتصر تطبيقها على النماذج 

والتي 3 تحتوي على متغيرين اثنين فقط ويصعب استخدامها وتطبيقها على 

النماذج ذات المتغيرات المتعددة» وذلك يرجع ال ان الرسم البياني دائماً 

يوضع على محورين وإحداثيين اثنين فقط أحدهما المحور الأفقي» والآخر 

المحور الرأسيء وبالتالي فإن المشاكل ذات المتغيرات المتعددة تستلزم 

أبعاداً بيانية متعددة وتحتاج إلى نظريات هندسية خاصة. 

المنطقية ال To‏ ا ارا س رة الخلية 

والتي تم صياغتها تعبيراً عن المشكلة المطلوب حلهاء ويتم ذلك من خلال: 

1- التمثيل البياني للقيود (متباينات أو معادلات). 

2-التمثيل البياني لدالة الهدف» حيث أنه بعد الانتهاء من رسم القيود بيانياً 
وتحديد مواقعها على الرسم البياني» يتم تمثيل دالة الهدف بيانياً سواء 
كانت لتعظيم الأرباح أو لتخفيض التكاليف» ويتم رسم دالة الهدف بيانياً 
بافتراض أرقام مبالغ فيها في حالة تعظيم الأرباح وبافتراض أرقام قليلة 
تقترب من الصفر في حالة تخفيض التكاليف» فينتج عن ذلك خطوط 
متوازية لدالة الهدف. 

3-استخراج ج الحل أو الحلول المثلى من الرسم البياني. 


2- مزايا وعيوب الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة الخطية: 


أن البرمجة الخطية هي طريقة تحديد الحل الأمثل أو المزيج الأمثل 
للأنشطة أو متغيرات القرار ذات الاعتماد المتبادل بسبب الموارد المتاحة 
النادرة خلال فترة زمنية معينةء وعند الاعتماد على الحل البياني في حل 


استخدام الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة الخطية 


نماذج البرمجة الخطية فإنه يتم تمثيل القيود بمنحنيات دالة (خطوط 

مستقيمة) على الشكل البياني من أجل صنع أو تكوين ما يسمى بمنطقة 

الحل الممكن والتي تمثل النقاط القصوى فيها نقاط الحل» أي نقطة أو أكثر 

منها تمثل الحل الأمثل. 

مزاياها: 

-أنها أداة فعالة لحل المشاكل الإدارية والاقتصادية والمالية ذات 
المتغيرين. 

- أنها تحقق الاستخدام الأمثل للموارد المتاحة النادرة في محيط التأكد 
وعند توفر المعلومات. 

- إن الطريقة البيانية تقدم صورة واضحة للعلاقات الموجودة بين الموارد. 

- إمكانية استخدام أسلوب تحليل الحساسية للتوصل إلى الحل الأمثل عند 
تغير الموارد المتاحة. 


عيوبها: 

- أن الطريقة البيانية لا يمكن استخدامها في حل المشاكل ذات ثلاثة 
متغيرات أو أكثر. 

- أنها تكون ذات هدف واحد (تخفيض تكلفة أو تعظيم الربح). 

- محدودة الاستعمال حيث لا تعمل في محيط عدم التأكد والمخاطرة وهما 
المحيطان السائدان في الحياة الاقتصادية المعاصرة. 


- تتعرض الطريقة البيانية لما يسمى بالحالات الخاصة التي تتسم بعدم 

التوصل إلى الحل الأمثل فيها. 

وبعد استعراض خطوات تطبيق الطريقة البيانية في حل أسلوب 
البرمجة الخطية سنحاول فيما يلي تطبيقها على حالتين هما الحالة الأولى 
خاصة بمشكلة تعظيم الأرباح والحالة الثانية خاصة بمشكلة تخفيض 
التكاليف وذلك لشرح الإجراءات الفنية والتفصيلية الخاصة باستخدام 
الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة الخطيةء وهذا ما يتضح من الأمثلة 
التالية 
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8- استخدام أسلوب البرمجة في حل مشاكل تعظيم الربح: 
مثال(1): حدد النهاية العظمى لدالة الربح التالية بيانياً باستخدام أسلوب 


البرمجة الخطية: 
Max‏ 
Z =10x + 8y‏ 
Subjet to‏ 
x + 3y > 2‏ 
3x + 2y <18‏ 
2x + 3y > 5‏ 
Non negative condition‏ 
Xx >0 y >0‏ 
خطوات الحل: 
1- تحويل المتباينات (القيود) وء)زاوسوءم1 إلى معادلات (متساويات) 
.equalities‏ 
x + 3y =12‏ 
3x + 2y =8‏ 
2x + 3y =5‏ 


2- رسم المعادلات الثلاثة بيانياً وذلك بإيجاد الجزء المقطوع من المحور 
الأفقي (») بالتعويض عن (0 = ,) وكذلك تحديد الجزء المقطوع من 
المحور الرأسي (ر) وذلك بالتعويض عن 0 = ×. 
أي نقوم بقسمة الحد المطلق على معامل ‏ فينتج الجزء المقطوع من 

المحور الأفقي» ثم قسمة الحد المطلق على معامل (ر) فينتج الجزء 

المقطوع من المحور الرأسي كما يلي: 


x y= المعادلة الأولى:‎ 
عندما 0 = × فإن:‎ 
EE 
3y =12 
12 
=— =4 


4 


استخدام الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة الخطية 


النقظة الأولى: 4 ,0( 
عندما 7و - 0 
x + 3)0) =12‏ 
Xx = 2‏ 
النقطة الثانية: (0 , 12) 
: 5 12 
المعادلة الثانية: 8 = 3x + 2y‏ 
عندما 0 = × فإن: 
2y - 8‏ + )3)0 
20-5 
18 
9 = دنر 
2 
النقطة الأولى: (9 ,0( 
3x + 2(0) 8‏ 
18= 3 
18 
6= —= 1 
3 
النقطة الثانية: 


(0 . 6" 
إن لرسم المعاللة رم [ ا« | 0[ 6 | 
| ور | 9 | 0060| 


المعادلة الثالثة: 5 = 3y‏ +2 
عندما 0 = × فإن: 
+3y =5‏ )2)0 
وه 
15 
5 = دنر 
3 


النقطة الأولى: 0 
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2x + 3)0( 5 
2x <15 
15 
xX = 5 
2 
0,5 , 0( النقطة الثانية:‎ 


إذن لرسم المعادلة  )3(‏ | »× | 0 | 57 | 
ڪڪ | y‏ | 5 | 1_0 
وبتمثيل هذه المعادلات الثلاثة بيانياً كما يلي: 


© 0 3- 850 0 حلم ون N‏ شم O‏ 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 


شكل (1) يوضح الحل البياني لمشكلة تعظيم الربح 
هي (E, D, ©, 8, A)‏ وأي نقطة تقع داخل المنطقة المظللة دالة الهدف. 


استخدام الطريقة البيانية في حل نماذج البرمجة الخطية 


فيكون مطلوب منا تحديد النقطة (8)؛ والنقطة ©0) وذلك بحل 
المعادلتين الذين يمثلهم خطوط الرسم البياني ولذا فإنه لإيجاد قيمة النقطة 
(8) يتم حل المعادلتين: 
3x + 2-8‏ 
2x + 3y-5‏ 


بضرب المعادلة الأولى × 2» والمعادلة الثانية × 3 
4y - 6‏ + 6¢ 


x + 9y = 45 
بالطرح‎ -5رy‎ =-9 


]2 1.8= . كل . 
بالتعويض في إحدى المعادلتين: 
3x + (2 x ,18( 8‏ 
3x + 3.6 = 18‏ 
18-6= ×3 
3x = 4‏ 


14.4 
| كله 48=-—-= × 
3 


(2 ,0 
لإيجاد قيمة النقطة ع يتم حل المعادلتين: 
x + 3y=12‏ 
315 + 2 


بالطرح: 


بالتعويض في إحدى المعادلتين: 


7 e ja 


3y =8‏ +3 
3y =12-3‏ 
3y =9‏ 
El‏ 
(3 ,6 
فتكون نقاط الحل هي: 
لم هي (620) 2 8 هي (2› 5) 
© هي (3› 3) 2 م هي (4» 0) 
8 هي (0» 0) 
ثم بالتعويض في دالة الهدف: Z = 10x + 8y‏ 


جدول (1) 
يوضح عملية اتخاذ القرار الأمثل 
z= 10× + e‏ دالة الهدف نقاط الحل 


A ج‎ )6,0( 2-10 «6+ x0 
8 ج‎ )5,2( Z=10x 5+8 x2 ا‎ 


° ج‎ )3,3( z=10x3+8x3 | GW | 
D+ )0,4( Zz=10x0+8x4 
E ج‎ (0,0) z=10x0+8x0 |] 0 | 


وبالتالي تتحقق النهاية العظمى لدالة الربح عند النقطة 8 حيث تصل 
الأرباح إلى 66 ويتحد برنامج الإنتاج الأمثل عندما×=5 , ر=2. 
مشال(2): تقوم شركة النهضة العربية لصناعة الأجهزة الكهربائية 
بالتخطيط لإنتاج أجهزة التليفزيون وأجهزة الراديوء فإذا كان إنتاج 
جهاز التليفزيون الواحد يحتاج إلى ساعتان عمل في قسم التجميع 
وثلاث ساعات عمل في قسم الاختبارات» وإنتاج الراديو الواحد يحتاج 
إلى أربعة ساعات عمل في قسم التجميع وساعة واحدة في قسم 
الاختبارات» فإذا علمت أن العائد من بيع كل جهاز تلفزيون هو 100 
دولار بينما العائد من بيع كل جهاز راديو هو 80 دولار» فإذا علمت أن 
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طاقة قسم التجميع هي 80 ساعة أسبوعياً وطاقة قسم الاختبارات هي 
0 ساعة أسبوعياً. 

المطلوب: حدد الكمية الواجب إنتاجها من أجهزة التليفزيون والراديو حتى 
تحقق الشركة أقصى ربح ممكن. 

خطوات الحل: 
يمكن استخراج المعطيات من المثال السابق في الجدول التالي: 


(x) (y) 
2 إا‎ 4 | 0 | 
1 | 6© | 


1- يمكن صياغة مشكلة البرمجة الخطية كما يلي: 


. تعظيم دالة الربح: Max‏ 
Z = 1002- 80y‏ 
٠‏ القيود: Subj. to:‏ 
0 > 4ك +21 
y > 0‏ +32 
٠‏ شرط عدم السلبية: non negative‏ 
y 20‏ 0< 
2- بتحويل متباينات القيود إلى معادلات. 
2x + 4y -0‏ 
3x+ y = 0‏ 
3- رسم المعادلات؛ 
المعادلة الأولى: 0 = 2x + 4y‏ 
عندما × = 0 فإن: 
4y = 0‏ + 0 
J= 1 = 0‏ 
4 
تكون النقطة الأولى هي: (20 , 0) 


عندما و = 0 
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2x + 0-0‏ 
80 
0 - دح × 
3 
النقطة الثانية هي: )0 , 40) 
إذن لرسم المعاالة(ى نتا | × | 0 | 44 
y |‏ ]| ال 
المعادلة الثانية: 0 - نر + 3% 
عندما× = 0 فإن: 60 = ر 
تكون النقطة الأولى هي: (60 , 0( 
3x + 0= 60‏ 
60 
0= = 
3 
النقطة الثانية: © , 20) 


إذن لرسم المعادلة () x]‏ ] 0 | 0 | 
| 2009 1101 1 


يتم رسم المعادلات السابقة كما يلي: 
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23 
70 


60 
50 
40 


30 


45 40 835 830 25 20 15 10 5 
شكل (2) يوضح الحل البياني لمشكلة تعظيم الربح 

تكون نقاط الحل هي: (۸ ,8 ,© ,2) 

وحتى يمكن تحديد النقطة 8 لا بد من حل المعادلتين معاً: 


2x + 4y = 0 
3x + y = 0 

بضرب المعادلة الثانية × 4 
0 ح ررك +21 


بالتعويض في إحدى المعادلتين عن قيمة × لإيجاد قيمة ر: 


الباب الرابع - الفصل الثاني r‏ 


2)16( + 4y = 0 
32 + 4y = 0 


..تكون النقطة 8 هي: (12» 16) 
وبذلك تكون قيم النقاط هي : 
(20,0) ج۸ 
)12 ,16( ج 8 
(0,20) جد © 
)0,0( جد[ 
بالتعويض في دالة الهدف كما يلي: 
جدول (2) 
يوضح عملية اتخاذ القرار الأمثل 
z= 100 + 80y‏ دالة الهدف 
A 2 = )100 ×20) +0 2000‏ (0, 20) 
z= 100 x16 + 80x12 | 26 |‏ 58> (16,12) 


(0, 20) <C z= 100 x0 +80 x20 | 3609 | 
OD | 750+0 |0 | 


يتحقق أقصى ربح وهو (2560) عند إنتاج (16) جهاز تلفزيون» 12 
جهاز راديو حتى تحقق الشركة أقصى ربح ممكن. 


Max مثال(3): المطلوب تعظيم دالة الربح التالية:‎ 
7 - 312 + 4y 
Subj. to ظل القيود:‎ 
XxX + y= 0 
XxX>8 
y> 6 
non negative condition شرط عدم السلبية:‎ 
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- تحويل المتباينات إلى معادلات. 


XxX+y=40 
9 8 5-2 
١-6 
رسم المعادلات؛‎ - 

المعادلة الأول: 40 = x+y‏ 

لرسم المعادلة الثانية: 8= x‏ 

لرسم المعادلة الثالثة: y=16‏ 

ثم الرسم: 


15 20 25 830 340 5 


01 5 810 


ْ الباب الرابع - الفصل الثاني 0 


شكل (3) يوضح الحل البياني لمشكلة تعظيم الربح 
النقاط» ۸ ,8 ,ع هي النقاط التي تمثل الحل الأمثل ويتم حل المعادلات 
لإيجاد قيم النقاط: 
النقطة ۸ هي (۰16 8)» النقطة 8 هي (16› 24)› النقطة © هي (32› 
8(. 
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بالتعويض في دالة الهدف كما يلي: 
جدول (3) 


يوضح عملية اتخاذ القرار الأمثل 
49 + ×3 = 2 دالة الهدف 


(8 ,16( A Zz = 3)8( + 4 )16( 88 
= 24 + 64 = 


(24, 16) <B Z = 3)24( + 4 )16( 136 
= 72 + 64= 
(8, 32) <C Z = 3)8( + 4 )32( 152 
= 24 + 128 = 


35 5 أ ربح وهو 152 دولار عندما 8=x, 32 = y‏ 


4- استخدام أسلوب البرمجة الخطية في حل مشاكل تخفيض 
التكاليف: 
مثال(1): حدد النهاية الصغرى لدالة التكاليف التالية: 
Min‏ 
C=2x+ 5y‏ 
Subj. to‏ 
x + 2y > 0‏ 
2x+ y <40‏ 
x+ y>10‏ 
Non negtive condition‏ 
x> 0 y >0‏ 
1- تحويل المتباينات إلى معادلات: 
x + 2y = 0‏ 
0 - م + 2x‏ 
0 - جر دعر 


2y = 0‏ + × 
عندما × = 0 فان: 
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0 = 2 + 0 
0 - بر 
النقطة الأولى: (20 , 0( 
عندما بو = 0 فإن: 
x + 0= 0‏ 
0 - 1 
النقطة الثانية: (0 , 40( 


إنن لرسم المعاطة (1) [ × ]| 0 | 4% | 
نحتاج: Sl Ty‏ 


ه المعادلة الثانية: 0 - 2x + y‏ 
عندما × = 0 فإن: 
y -0‏ + 0 
40=رy‏ 
النقطة الأولى: )40 , 0( 
2x + 0- 0‏ 
xX = 0‏ 
النقطة الثانية: (0 , 20) 
. 5 2 
e‏ المعادلة الثالثة: 0 ع مر + عر 
عندما × = 0 فإن: 
y -0‏ + 0 
y=10‏ 
النقطة الأولى هي: (10 , 0( 
x + 0- 0‏ 
Xx =10‏ 
النقطة الثانية: (0 , 10 


إن لرسم المعادلة () |« |[ 0 | 0 | 
نض 20090 || o‏ 
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وبتمثيل هذه المعادلات بيانياً ينتج لنا: 


هذا في حالة تقليل التكاليف 


B D0 15 20 5 0 8 O 45 


lC D, B,A 
ال‎ 


2x + د مر‎ 0 
x + 2 - 0 


بصرب المعادلة الأول 0 


3x = 0 = = 133 3ہ‎ 


بالتعويض في إحدى المعاملتين عن قيمة × لإيجاد قيمة ر. 


0 rd aE ٠ 


0 = 7+ (2)13 
y=14‏ 
النقطة (2) هي: (14» 13( 
وبذلك تكون نقاط الحل هي: 
(10,0) جم 
(20,0) ج B‏ 
(14, 13) جد 00 
(20 ,0) ج د[ 
(0,10) ج E‏ 
ثم بالتعويض في دالة الهدف وهي دالة التكاليف: 
جدول (4) 
يوضح عملية اتخاذ القرار الأمثل 


8y‏ +10 = 2 دالة الهدف 
C° =2 )10( +0‏ (0, 10) جم 
C =2 (20) +0‏ )0 ,20( جه 


C°C=2(13)+5(14) | 9% 01|‏ (13,14) ج60 
C°C=0 +5 )20( WEY‏ (0,20) جD‏ 
C=0+ 5 (10) KET‏ )10 ,0( جE‏ 


وبذلك تتحقق أقل تكلفة عند النقطة ۸ وهي تمثل إنتاج 10 وحدات فقط 
من المنتج × ولا شيء من المنتج (ر). 
السيارات هما مرسيدس 180 مرسيدس 220» فإذا كان إنتاج السيارة 
الواحدة من النوع الأول يحتاج إلى ساعة عمل في القسم الأول؛ 6 
ساعات عمل في القسم الثاني 8 ساعات عمل في القسم الثالث» بينما 
إنتاج السيارة الواحدة من النوع الثاني يحتاج إلى ساعتان عمل في القسم 
الأول» ساعتان عمل في القسم الثاني» 4 ساعات عمل في القسم الثالث» 
فإذا كان الطاقة المتاحة للمراكز الثلاثة هي 10: ٠36‏ 56 ساعة عمل في 
الأسبوع على الترتيب فإذا علمت أن إنتاج السيارة الواحدة من النوع 
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الأول يكلف الشركة 50 ألف دولار بينما إنتاج السيارة الواحدة من النوع 
الثاني يكلف الشركة 30 ألف دولار. 
المطلوب: تحديد الكمية الواجب إنتاجها من كل نوع حتى تحقق الشركة 
خطوات الحل: 
يمكن التعبير 0 المشكلة من خلال الجدول التالي: 


ل 
كد عد 


وبذلك يمكن صياغة المشكلة في صورة معادلات خطية كما يلي: 


Min دالة الهدف:‎ - 
C = 50x + 30y 

Subject to -دوال القيود:‎ 

x + 2y >10 

6x +2y < 6 

8x +4 y < 6‏ 
- شرط عدم السلبية: 

XxX>0,y>0 


وحتى يمكن حل المشكلة فإنه يتبع الخطوات التالية: 
- تحويل المتباينات إلى معادلات: 


x + 2y - 0 
6× +2y =6 
8x +4 y = 6 


- رسم المعادلات وذلك كما يلي: 
-المعادلة الأول: 0 = 2y‏ + × 
عندما × = 0 فإن: 


الباب الرابع - الفصل الثاني 0200 


20-0 + 0 
الك 7 
2 
النقطة الأولى: (5 , 0) 
عندما بو = 0 فان: 
x +0-0‏ 
0 - 1 
النقطة الثانية: © . 10( 
المعادلة الثانية: 6 = 6x + 2y‏ 
عندما ‏ = 0 فإن: 
6- :2 +0 
32-8 
النقطة الأولى: (18 ,0( 
عندما و = 0فإن: 
6x + 0-6‏ 
ب 
6 
النقطة الثانية: (0 , 6) 


إن ارسم المعادطة م [ x‏ ] 0 |[ 06 | 
ناي | | بر | 18 | 0060| 


المعادلة الثالثة: 6 = 8x + 4y‏ 
عندما × = 0 فإن: 
6- نر4 + 0 
56 


----4 
4 4 
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النقطة الأولى: (14 ,0( 
عندما ر = 0 فإن: 
8x + 0-6‏ 
_ 56 _ 
8 
النقطة الثانية: (0 , 07 


- رسم دوال القيود كما يلي: 


منطقة الحلول 


O -3 0 ©‏ أن حبر دن N‏ مر إزتث 


2.283 4 5 166778-29 10 1 


شكل (5) يوضح الحل البياني لمشكلة تقليل التكاليف 

وبالتالي فإن النقاط التي تمثل الحل هي ۸ ,8 ,© ,2 ولذا فإنه يلزم 

معرفة قيم النقاط 8 , © وذلك بحل المعادلات التي تمثل الخطوط 
المستقيمة. 

لإيجاد قيمة (8) فإنه يتم حل المعادلتين: 


1 
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8x + 4y - 6 
x + 2y =10 

بضرب المعادلة الثانية × 2 
8x + 4y = 6‏ 


بالتعويض في إحدى المعادلتين: 


8)6( + 4y - 6 


6- بر4 + 48 
8- 56- بر4 
4y = 8‏ 
8 
2 س س = Jy‏ 
4 
النقطة 8 هي (2 » 6) 
لإيجاد قيم النقطة (©) فإنه يتم حل المعادلتين: 
8x +4y = 6‏ 
8x +4 y= 6‏ 
بضرب المعادلة الثانية × 2 
4y = 6‏ +عر8 
2 - 12+48 
-4x = 16‏ 
16- 
4= دح × 
4ت 


بالتعويض في إحدى المعادلتين: 
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8)4( + 4y - 6 
32 + 4y - 6 
4y =4 
24 
ر‎ = =6 
4 
)4 › 6( النقطة ع هي‎ 
(100) <A 
(6 <2) < 8 
(4 <6) <C 
(0 <18) < D 


بالتعويض في دالة الهدف: 
جدول (5) 
يوضح عملية اتخاذ القرار الأمثل 


8y‏ +107 - 7 دالة الهدف نقاط الحل 
C = 50 (10) +0‏ (10,0) جم 


C= 50 (6) +30 x2) | 60. | 
C°C=50( +300 | E | 


تتحقق أقل تكلفة وهي 360 ألف دولار عند إنتاج 6 سيارات من النوع 
الأول» سيارتان من النوع الثاني. 
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استخدام طريقة السمبلكس في 
نماذج البرمجة الخطية 


Simplex Method of Solving 
L.P Models 


اواو سوس نيعت ورد 77 


الفصل الثالث 
استخدام طريقة السمبلكس The Simplex Method‏ 
في حل نماذج البرمجة الخطية (۲.ا) 


1- مقدمة: 


تعتبر طريقة السمبلكس هي الطريقة العامة لحل معظم نماذج البرمجة 
الخطية» حيث ت على قصور الطريقة البيانية» وذلك باستخدامها في 
حل لاوا المخلقة من تملا او الخطية الذي ان ت ر 
متعددة» حيث أنها تستخدم الحاسب الآلي في حل وإجراء العمليات 
الحسابية للمشكلة» ولذا فإنها تستخدم عدد كبير من المتغيرات» ولذلك فإن 
طريقة السمبلكس تعتبر من أكثر الطرق استخداماً وشيوعاً في حل مشاكل 
البرمجة الخطية, وقد ين لنا فى الفضل الباق ان الطريفة البيانية في 
حل نماذج البرمجة الخطية لا تمكننا من التعامل مع المشاكل التي تتضمن 
أكثر من متغيرين 7 م 2 E‏ 
أكثر من بعدين على سطح الرسم البياني ذي البعدين (الأفقي “x‏ الرأسي 
6 وتكمثل الميزة الأساببية للطريقة البيانية في أنها تمكنتا من فهم جوهر 
اوا 

وتعتمد طريقة السمبلكس على خصائص المصفوفات الرياضيةء حيث 
يتم ترتيب المتغيرات وترتيب عواملها على هيئة مصفوفة رياضية تشتمل 
على دالة الهدف وهي تمثل رأس الجدول بينما يشتمل جسم الجدول على 
مصفوفة رياضية مأخوذة من معادلات القيود في النموذج الرياضي الذي 

وتقوم طريقة السمبلكس على أساس البحث عن الحل الأمثل للمشكلة 
بتصميم جدول حل مبدئي ممكن ثم اختبار هذا الحل» فإذا كان هو الحل 
الأمثل يتم التوقفء ار عي م كت و 
الإخقار ولا رقف إلا بعد أن .يتم التوصيل إلى الحل الأمثل -إذا وجد- 

بي اا م ال ل E‏ 

ذج البرمجة الخطية بأن كل حل يتم التوصل إليه يكون أفضل من 

ا اع LE‏ 


١‏ استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج البرمجة الخطية 


يكون أحد الحلول الممكنة» وتوضح طريقة السمبلكس أيضاً إمكانية وجود 
حلول مثلى بديلة متعددة. 


2- خطوات تطبيق طريقة السمبلكس: 
تقوم طريقة السمبلكس على مجموعة خطوات منتظمة للتوصل إلى 
الحل الأمثل» ويمكن تلخيص هذه الخطوات على النحو التالي(): 
1-2- تحديد عناصر المشكلة: وهي: 
أ- تحديد المتغيرات الأصلية التي تتضمنها المشكلة. 
ب- تحديد الهدف من حل المشكلةء وقد يكون تعظيم أرباح أو تخفيض 
تكاليف 


ج- تحديد القيود المفروضة على المشكلة. 


2-2- تصميم النموذج الرياضي للمشكلة: ويتضمن ما يلي: 
أ- تحديد دالة الهدف في شكل دالة رياضية من الدرجة الأولى (خطية). 
ب-تحديد القيود من خلال وضع البيانات الفنية الخاصة بالقيود في شكل 
متباينات أو معادلات من الدرجة الأولى (خطية). 
راكدة (معطلة) (sماطهنعه۷‏ kءهS1)‏ وهي عبارة عن متغيرات وهمية 
ويتم ذلك على النحو التالي: 
- إذا كانت المتباينة من نوع أقل من أو يساوي (>) يضاف إليها 
المتغير الراكد (أو المعطلة أو غير المستغلة) حتى تتحول إلى 
معادلة وفي تلك الحالة تعتبر المتغيرات الراكدة متغيرات وهمية 
- إذا كانت المتباينة من نوع أكبر من أو يساوي (<) يطرح منها المتغير 
الراكد حتى تتحول إلى معادلة وفي تلك الحالة ت تعتبر المتغير الراكدة 
متغيرات وهمية تعبر عن القيم أو الكميات الفائضة أو الزائدة عن 


)01 داح قائمة المراجع وخاصة: د. محمد مصطفی الجبالي» د. سيد فتحي أبو الهناء «دراسات 
اسبية في الأساليب الكمية وبحوث العمليات»»› أكاديمية المدينة» المعهد العالي للتكنولوجيا 
واا مصرء 2008/2007؛ (ص ص 43-29). 
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المطلوب في البرنامج» وحتى يمكن حل المشكلة في تلك الحالة لا بد 
من إضافة نوع آخر من المتغيرات يسمى بالمتغيرات الاصطناعية 
.(Artificial Variables)‏ 
يضاف المتغير الاصطناعي للمتباينة بعد تحويلها إلى معادلة بالفعل 
بطرح المتغير الراكد منهاء وذلك على أساس أن الاكتفاء بالمتغيرات 
الراكدة في حالة المتباينات من نوع أكبر من أو يساوي ( -) لا يمكن 
وضع حل مبدئي للمشكلةء حيث أننا في الحل المبدئي نعطي قيم صفرية 
للمتغيرات الأصليةء الأمر الذي يترتب عليه الحصول على قيم سالبة 
للمتغيرات الراكدة» كما سنوضحه فيما بعد» وهذا لا يساير شروط عدم 
السلبية. الأمر الذي يتطلب إضافة المتغيرات الاصطناعية» حيث يفترض 
أن معاملات المتغيرات الراكدة عبارة عن قيم صفريةء أما معاملات 
المتغيرات الاصطناعية فيفترض أنها متناهية في الكبر أي أنها عبارة عن 
(0-) (زائد ما لا نهاية). 
- أما إذا كان القيد ليس متباينة» بل مصاغ في شكل معادلة فليست هناك 
حاجة إلى استخدام متغير راكد ولكن من الضروري إضافة متغير 
اصطناعيء يمثل القيد في الحل المبدئي. 
د- تحديد شرط عدم السلبية» والذي يتطلب أن تكون قيم كافة المتغيرات 
سواء كانت أصلية أو راكدة أو اصطناعية أكبر من» أو تساوي صفر 
(0<). 
2-- إعداد الحل المبدئي: 


ويتكون برنامج الحل المبدئي من المتغيرات الراكدة فقط في مشاكل 
التعظيم (تعظيم الربح)» ومن المتغيرات الاصطناعية فقط في مشاكل 
التخفيض (تخفيض التكلفة)» وبالتالي فإن العائد من الحل المبدئي إما 
أرباح قيمتها صفراً أو تكاليف قيمتها متناهية في الكبرء ويعد الحل المبدئي 
في شكل جدول يسمى جدول السمبلكس الأول» وهو بمثابة الجدول الأول 
من جداول السمبلكس المتتالية» حتى يتم التوصل إلى الحل الأمثل للمشكلة. 


4-2- اختبار مثالية الحل المبدئي: 


ويتم ذلك من خلال تحديد كيفية تحسين الحل عن طريق إدخال متغير 
من المتغيرات الموجودة خارج الحل المبدئي مكان أحد المتغيرات الراكدة 


١‏ س في حل لمان البرمج لخدي 


السابق. 


5-2 الاستمرار في عملية إعداد حلول أخرى أفضل من 
سابقتها واختبار مثاليتها: 
ويتم ذلك حتى يمكن التوصل إلى أفضل حل ممكن وهو الحل الذي 
تتأكد مثاليته» ويصبح ليس في الإمكان أبدع مما كان» أي تستمر عملية 
الانتقال من جدول السمبلكس إلى جدول سمبلكس آخر بهدف تحسين الحل 
عن سابقه»ء إلى أن يتم التوصل إلى الحل الأمثل (مهونساه5 لهصتام0). 


3- تطبيقات على استخدام السمبلكس في حل نماذج البرمجة الخطية 


وفيما يلي بعض الأمثلة التي تبين كيفية بناء النموذج وحله باستخدام 
السمبلكس. 


1-3- استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج تعظيم الربح (الحد 

الأقصى): 

مثال (1): تقوم إحدى الشركات بإنتاج نوعين من الإنتاج هي /بد , :د 
وهر الإنتاح ر لا جه ا ار ق لطبي حت 
قلغ الطافة القصموى ا هة امرك ز التصنيع و ماعات لرك 
التشطيب 10 ساعات» ويحتاج إنتاج الوحدة من النوع الأول إلى 3 
ساعات في كسم التصنيع» ساعتان في قسم التشطيب» بينما يحتاج إنتاج 
الوكذة الواحدة من التوع الثاني إلى ساغة واحدة في شن التصتية 
وساعتين في قسم التشطيبء فإذا كان ربح بيع الوحدة الواحدة من النوع 
الأول ,× هو 4 دولارء ربح ب بيع الوحدة الواحدة من النوع الثاني ور هو 
2 دولار. 

المطلوب: تحديد عدد الوحدات الواجب إنتاجها من كل منتج بحيث تحقق 
الشركة أقصى ريت ممكن, 


خطوات الحل: 
1 كك ا اک في الجدول -5 


EAS‏ لخدم 
ادا 5 


| 1 | 3 | قسوالتصنيع | 
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كك كك اك 1 
2- تصميم النموذج الرياضي للمشكلة: 


- دالة الهدف (تعظيم الربح): Max‏ 
27-4321 
- في ظل القيود التالية: Subj. to‏ 
3X +X, <9‏ 
2X +2X, <S0‏ 
- شرط عدم السلبية: 
x2 < 0‏ ,0 > بعد 
3- تحويل المتباينات إلى معادلات وإعادة تصميم النموذج الرياضي: 


يتم تحويل المتباينات إلى معادلاات في النموذج السابق بإضافة متغير 
راكد لكل متباينةء حيث أنها متباينة من نوع أقل من أو يساوي (>) ويرمز 
للمتغير الراكد (رء , «ه ,.....) حسب عدد المتباينات» وتعبر تلك المتغيرات 
الراكدة عن الطاقات العاطلة أو غير المستغلة إن وجدت» وتمثل 
المتغيرات الراكدة فى دالة الهدف بمعاملات صفرية على أساس أنها لا 
تساهم في تحقيق الهدف المطلوب» كما ينطبق عليها شرط عدم السلبية 
وعليه: 
- تكون دالة الهدف (تعظيم الربح) هي: Max‏ 
و5 + Z = 4X, + 2X2 + 0S1‏ 
- تكون القيود هي: Subject to:‏ 
9 51+ وخا + 3X1‏ 
2X1 + 2X2 + S2 = 0‏ 
- يكون شرط عدم السلبية هو: 
Xı, X2, S1, S2 > 0‏ 

يلاحظ مما سبق أن: 

٠‏ المتغيرات الراكدة ,5 , 5 يمكن أن يكون لها كميات موجبة في حالة 
عدم استنفاذ الساعات المتاحة في مراكز الإنتاج في العمليات 
الإنتاجية. 

٠‏ المتغيرات الراكدة ,5 , 52 يمكن أن يكون لها كميات صفرية في حالة 
استنفاذ كل الساعات المتاحة في مراكز الإنتاج في العمليات 
الإنتاجية. 
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٠‏ المتغيرات الراكدة ,5 , :5 لا يمكن أن يكون لها كميات سالبة وفقاً 
لشرط عدم السلبية. 


4- أعداد الحل المبدئي: 
يعتبر الحل المبدئي نقطة بداية لسلسلة من الحلول والبرامج تؤدي إل 
الحل الأمثل» ويعد الحل المبدئي في جدول سمبلكس يسمى جدول 


السمبلكس الأول»ء ويتضمن الحل المبدئي وفقاً لطريقة السمبلكس كل 
المتغيرات الراكدة وذلك كما يلي: 


دالة الهدف 
(ز) ومعاملاتها 


يلاحظ أن: 

- العمود الأول من جدول الحل المبدئي يحتوي على المتغيرات الأساسية 
وهي المتغيرات التي يتكون منها برنامج الحل» ويلاحظ أن الحل المبدئي 
يتكون من المتغيرين > , :5 وهما متغيرين راكدين» حيث لا يحققان أية 
متغيرات غير أساسية. 

- الأعمدة الثاني والثالث والرابع والخامس تحتوي على معاملات 
المتغيرات الأساسيةء أي مقدار الربح الذي تحققه كل وحدة يتم إنتاجها من 
المتغيرات الأساسية. 

- العمود الأخير يحتوي على قيم المتغيرات الأساسية وتتمثل في 
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5- اختبار مثالية الحل المبدئي: 


يقصد باختبار مثالية الحل بصفة عامة ما إذا كان الحل المختبر يمثل 
الحل الأمثل أي الذي يحقق أقصى ربح ممكن في مشكلة تعظيم الربح» أم 
أن هناك فرص أخرى لتحسينه»ء ووفقاً لطريقة السمبلكس تتبع قواعد 
متعارف عليها لاختبار مثالية الحلول المختلفة وتتخلص هذه القواعد في 
التي 
- في حالة تعظيم الأرباح يعتبر برنامج الحل بمثابة حل أمثل عند عدم 
وجود قيم موجبة في صف اختبار المثاليةء أي أنه إذا كانت إحدى 
قيم صف اختبار المثالية موجبة» فهذا يعني أننا لم نصل إلى الحل 
الأمثل بعد. 
- في حالة تخفيض التكاليف يعتبر برنامج الحل بمثابة حل أمثل عند 
عدم وجود قيم سالبة في صف اختبار المثاليةء أي أنه إذا كانت 
إحدى قيم صف اختبار المثالية سالبة» فهذا يعني أننا لم نصل إلى 
الحل الأمثل بعد. 
مما سبق يتضح لنا أن جدول الحل المبدئي السابق لا يعتبر حل أمثل 
وذلك لوجود قيم موجبة في الصف الأخير (صف اختبار المثالية) وهذا 
يعنى أن هناك فرصة لتحسين الحل بإحلال متغيرات أخرى غير أساسية 
محل المتغيرات الأساسية التي يتضمنها الحل المبدئي. 


6- إعداد جدول الحل الثانى: 
يشمل إعداد الحل الثاني الإجراءات التالية: 

1- تحديد المتغيرات اللازمة لتحسين الحل المبدئي: طالما أن الحل 
المبدئي لا يمثل الحل الأمثل فإنه من الضروري الآن البحث عن 
المتغيرات اللازمة لتحسين الحل والوصول إلى حل آخر أفضل وذلك 
على النحو التالي: 

أ- تحديد المتغير غير الأساس الواجب دخوله برنامج الحل ليحل محل 
أحد المتغيرات الأساسية بالبرنامج ويتم ذلك من خلال تحديد عمود 
الحل وذلك بالنظر إلى أكبر قيمة موجبة في الصف الأخيرء فنجد أن 
تكلفة الفرصة الضائعة للوحدة من المتغير ,× أكبر من تكلفة الفرصة 
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الضائعة للوحدة من المتغير × وبذلك يتحدد لنا أن العمود الأول 
(الذي يحتوي على المتغير ,×) هو عمود الحل. 

ب- تحديد المتغير الأساسي الواجب خروجه من برنامج الحل ليحل 
محله أحد المتغيرات غير الأساسية خارج برنامج الحل ويتم ذلك 
من خلال قسمة عمود الطاقة المتاحة (قيمة المتغيرات الأساسية) 
على معاملات المتغير ,× في عمود الحل السابق تحديده وذلك كما 
يلي: 


0 
e 


ونختار أصغر نتاج قسمة وهو < = 3 وبذلك فإن عمود الحل هو × 
وهو المتغير الداخل في الحل» صف الحل (المتغير الخارج من الحل هو 
5). وبذلك يتم إعداد جدول الحل الثاني كما يلي: 

حيث يعتبر الرقم (3) وهو نقطة تقاطع صف الحل (المتغير الخارج من 
الحل) مع عمود الحل (المتغير الداخل من الحل) بأنه رقم المفتاح. 

يتم قسمة للحصول على قيم الصف الجديد: 


قيم المتغيرات 
الأساسية 5.۷ 


يتم إعداد جدول السمبلكس الثالث: 
=R,-2R,‏ ور 
و05 + 41 دره 


دونك عدن او وس کک قوز ترات 077 


| | هم 1 2 | كم 
ادحا 8 لاا 115 3301 ل 


SS 
اختبار المثالية) وبذلك فإنه يمكن إجراء تحسين على الحل كما يلي:‎ 

- تحديد عمود الحل (المتغير الداخل في الحل) وهو ي:2). 

- تحديد صف الحل (المتغير الخارج من الحل) وذلك كما يلي: 


=9 


دن إن | دا ج إى | دن 


ا حيث أن: 
4 


م يرات | TTT TT o‏ 
لأساسية | و و ب 


i.‏ 0 اس في حل لمائج البرسجة لخدي 


Ri =R +R; 


2A و23‎ 


2 


sı | s2 | 


م 


له 
5 ]2 
| ل دم 
دم م 
03 
N3‏ دن 


تا 


0 4 
EEE 
4 


ES X1 
2| 
SHH 

14 
داه |:إةة| _ 


يلاحظ أن الجدول الخامس هو بمثابة الحل الأمثل وذلك لما يلي: 


1- يعتبر الجدول الخامس هو الحل الأمثل لعدم وجود قيم موجبة في صف 
اختبار المثالية» وهذا يعني عدم وجود فرص لتحسين الحل بإحلال 
متغيرات أخرى غير أساسية محل المتغيرات الأساسية. 

2- أصبحت القيم التي يتضمنها صف اختبار المثالية إما قيم صفرية كما 
هو واضح أسفل المتغيرات الأساسية وإما قيم سالبة كما هو واضح 
أسفل المتغيرات غير الأساسية» ويتم تفسير تلك القيم الصفرية والسالبة 
كما يلي: 

أ- تعبر القيم الصفرية عن عدم وجود فرص ضائعة أخرى يمكن 
تحقيقها وبالتالي فإن الجدول الخامس يمثل الحل الآمثل. 
ب- أما القيم السالبة فتفسر كما يلي: 
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القيمة أسفل المتغير ,و وهي (1-) تعني أن ضياع أو تعطيل ساعة عمل 
واحدة في مركز التصنيع يكلف الشركة دولار واحد أي تنخفض أرباحها 
بنفس هذا المقدارء كما أنه من ناحية أخرى فإن زيادة طاقة مركز التصنيع 
بمقدار ساعة عمل واحدة فإن ذلك سوف يؤدي إلى زيادة أرباح الشركة 
بمقدار واحد دولار وهكذا بالنسبة للقيمة السالبة الموجودة أسفل المتغير ري 
1 
وهي (ج-). 


ويطلق على هذه القيم السالبة في التحليل الاقتصادي أسعار الظل 
Shadow Prices‏ أو الأر باح الحدية „Marginal Profit‏ 
ج- أن تحديد أسعار الظل للوحدات من الطاقات المتاحة في مراكز 
الإنتاج تمكننا من حساب القيمة الحقيقية للموارد المتاحة وذلك 
بإيجاد حاصل ضرب حجم الطاقة المتاحة في سعر الظل أي أن: 
- قيمة الطاقة المتاحة في مركز التصنيع = 9 × 1= 9. 
-قيمة الطاقة المتاحة في مركز التشطيب = 10 × 1 = 5. 


ادم 


- مجموع قيم الموارد المتاحة = 14 
ويتضح لنا أن قيمة الموارد المتاحة تتساوى تماما مع رقم الأرباح 
الإجمالية الذي حققه الحل الأمثل وهو (14). 
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مثال (2): أوجد الحل الأمثل للنموذج التالي: 
Max:‏ 
Z = 8Xı + 10X2‏ 
Subject to:‏ 
4X1 + 4X2 > 0‏ 
3X1 + 6X2 > 6‏ 
XıZ>0, XK < 0‏ 
خطوات الحل: 
1- تحويل المتباينات إلى معادلات بإضافة المتغيرات الراكدة: 
Max: Z = 8X + 10X2 + 051 + 2‏ 
Subj. to‏ 
4X + 4X2 + S1 = 0‏ 
3X1 + 6×2 + 82 = 6‏ 
Xı, Xo, S1, S220‏ 
2- إعداد جدول السمبلكس الأول: 


یم راتات | ٠‏ | 0 |« | 8 | 
| 52 | نه | X2‏ | نا | 


0 S1 4 1 0 40 

36 1 0 5 3 52 0 
م ااا ا ا 
Z-Cij | 8 | 0|0 10 |‏ ا 


حيث أن أكبر قيمة موجبة هي 10 في العمود الثاني أسفل المتغيرة × 
يتم قسمة قيم متغير الحل .و على معاملات المتغير الداخل في الحل كما 
يلي: 
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40 
1ع دمع 
4 
36 
Ra‏ 
6 
نختار أصغر ناتج قسمة وهو 6 وبذلك يكون لدينا المتغير رو هو المتغير 


الخارج من الحل: 


بتحويل رقم مفتاح الحل إلى واحد صحيح ثم تحويل باقي القيم في 
عمود الحل (المتغير آلداخل إلى أصفار) كما يلي: 


Rı =R, -4R, 
Z, =05, +101 


جدول السمبلكس الثاني: 


2 


82 | 
DEO 31 
3 
ست‎ 
2 6 


حيث أن صف اختبار المثالية (الصف الأخير) ما زال به قيم موجبة 
ولذلك فإن العمود الأول > المتغير ,× يمثل المتغير الداخل في الحل ويتم 
تحديد المتغير الخارج من الحل وذلك بقسمة قيم متغيرات الحل على 
معاملات المتغير الداخل في الحل: 
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نختار أصغر ناتج قسمة وهو 8 وبذلك فإن المتغير ,× هو المتغير 
الداخل في الحل والمتغير ,و هو المتغير الخارج من الحل» ويكون الرقم 
(2) هو رقم مفتاح الحل حيث يتم تحويل هذا الرقم إلى واحد صحيح وباقي 
قيم العمود الذي يمثل المتغير الداخل في الحل إلى أصفار وذلك كما يلي: 


1 - وك‎ -R 


2, =8X, +10X, 


حدول الملكن الثالق: 


يتضح أن جدول السمبلكس الثالث يمثل الحل الأمثل وذلك لعدم وجود 
قيم موجبة في الصف الأخير (صف اختبار الأمثلية) وبذلك فإن: 


أقصى ربح ممكن 84. 


2-3- استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج تخفيض 
التكاليف (الحد الأدنى): 

في هذا النوع من المشاكل فإن دالة الهدف تتعلق بالتكاليف وليس 
بالربح كما في مشاكل الحد الأعلى. ولذلك فإننا قبل أن نستخدم طريقة 
السمبلكس في حل نماذج تخفيض التكاليف فإننا سوف نستعرض أوجه 
الخلاف الرئيسية بين مشاكل تعظيم الربح ومشاكل تخفيض التكلفة كما 
يلي: 


الباب الرابع ‏ الفصل الثالث 1 


1-2-3- من حيث دالة الهدف: 

حيث أن في مشاكل التعظيم يكون الهدف هو تعظيم متغير تابع لأقصى 
المستقلة؛ » بينما في مشاكل التخفيض يكون الهدف هو تخفيض متغير تابع 
لأدنى حد ممكن وهو التكلفة» بحيث تتوقف قيمته أيضاً على مجموعة من 
المتغيرات المستقلة. 


2-3 ومن كرد Sa‏ 
e‏ أكبر من أو يساوي )© 
3-2-3- من حيث المتغيرات الراكدة: 

في مشاكل التعظيم يتم استخدام نوع واحد فقط من المتغيرات الراكدة وهي 
1 ,5 ,ووء بينما في مشاكل التخفيض يتم استخدام نوعين من المتغيرات 
الراكدة وهي: 

أ- متغيرات فائضة سالبة ويرمز لها بالرمز (50 ,55 ,85 ,...... «5) 
حسب عدد القيود» وهي عادة تمثل الفرق الزائد في القيود التي يتم 
تحويلها من متباينات إلى معادلات. 

ب و A3, A», A) ss‏ , ب خي عدد ا وهده 


للمتغيرات الفائضة السائئة S2, S1)‏ 0 ل Sn‏ فمثلاً: 


3X1 + 4X2 > 5‏ 
بإضافة متغيرات فائضة سالبة: 
3X + 410 - S1 - 5‏ 
بفرض أن: ,× بالقيد السابق تساوي 5. 
× بالقيد السابق تساوي 6. 
فإنه عند حل المعادلة: 
5 = 81 -(4)6 + )3)5 
5 -24-51 + 15 


استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج البرمجة الخطية 


39-8 =5 
S1 = 39-25 = 4 


2622 
1-3 
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وحل المعادلة كما يلي: 
5 = رك -(4)3 + (3)2 


5 -/6+12-8 
535 18-8 
فإن: لا 


المتغيرات الام طناعية ر A(‏ ريث ..... ,ب ) كما ا 
يكون شكل القيد: 
5 ح إلى + 4X) - S1‏ + 32601 
فإن ,8 تأخذ قيمة سالبة إلا أن ,۸ تمنع ظهور هذه القيمة السالبة حيث 
تعطيها )۳7( فتحول ,5 إلى الصفر. 
ويلاحظ أنه من أجل إعطاء الشكل الجدولي فإن جميع المتغيرات السالبة 
والموجبة يجب أن تظهر بدالة الهدف وبمعاملات صفرية بالنسبة 
لو ا أما بالنسبة للمتغيرات الاصطناعية من أجل أن لا تظهر 
بالحل فإن معاملات هذه المتغيرات بالعادة تستخدم قيم كبيرة جداً أو )M(‏ 
الكبيرة M(‏ ع81). 
4-2-3- من حيث اختبار المثالية: 
في مشاكل التعظيم يتم اختبار المتغير غير الأساسي صاحب أكبر قيمة 
موجبة في صف اختبار المثالية لكي يدخل الحل كمتغير أساسيء بينما في 
مشاكل التخفيض يتم اختيار المتغير غير الأساسي صاحب أكبر قيمة 
سالبة في صف اختبار المثالية لكي يدخل الحل كمتغير أساسي. 
5-2-3- من حيث تحقق المثالية: 
في مشاكل التعظيم تتحقق المثالية عندما لا يتضمن اختبار المثالية أية 
قيم موجبة؛ أي تكون كل الأرقام صفرية أو سالبةء أمافي مشاكل 
التخفيض تتحقق المثالية عندما لا يتضمن صف اختبار المثالية أية قيم 
مثال (1): أو جد الحل الأمثل للنموذج التالي: 
Min: C = 12Xı + 10X2‏ 
Subject to:‏ 


استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج البرمجة الخطية 


Xı + 4X2 28‏ 
3X1 + 2X2 <6‏ 
Xı 20, X220‏ 
خطوات الحل: 
1- تحويل المتباينات إلى معادلات بإضافة المتغيرات الفائضة 
والمتغيرات الاصطناعية. 
- دالة الهدف: 
Min C = 121 + 10X2 + 0S1 + 0S2 + MA, + 2‏ 
-القيود: 


Subject to: 
Xı + 4X2 - S51 + 082 + A1 + 0A2 =8 
3X1 + 2X2 + 0S1 - S2 + 047 + A2 =6 
All Variable > 0:ةيبldl شرط عدم‎ - 


Xı, X2, S1, S2, ,يكل‎ 42 20 
Real Slack Artificial 


2- إعداد جدول السمبلكس الأولى: 


وللاثللالعععطام يږ 


(D 
1 


“Lar arl rp 7 
2 E 


من صف اختبار الأمثلية (الصف الأخير) نختار أكبر قيمة سالبة وهي 
6/0 - 10) وبذلك فإن المتغير الداخل في الحل هو × ويتم تحديد المتغير 
غير الأساسي الخارجي من الحل كما يلي: 
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25-2-بي 


4 
5 


و 


المحوري أو الرقم المفتاح .(Key Number)‏ حيث يتم تحويل هذا الرقم إلى 
واحد صحيح وباقي الاأرقام في عمود الحل إلى أصفار. 
ا 
4 
=R,-2R,‏ ور 
=10X, + MA,‏ ,2 


استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج البرمجة الخطية 


جدول السمبلكس الثاني: 


IE EES 
IS 


10 X2 
MA»? 


پیا ا ا ا د 
9.5.25M | 0 | 2,52501 [M | 25M | O| |‏ | | 


وبالنظر إلى صف اختبار المثالية نجد أن هناك قيم سالبة ولذا فإن الحل 
الأمثل لم يتحقق وبالتالي فإنه يتم عمل جدول السمبلكس الثالث. 

حيث أن 250, - 9,5) هي أكبر رقم سالب ولذا فإن المتغير ,× هو 
المتغير الداخل في الحل ويتم تحديد المتغير الخارج من الحل كما يلي: 


R= د‎ 
,25 

2 تڪ“ 

2 25 


تم اختبار الصف الثاني حيث أنه هو الذي يوجد به متغير غير أساسي 
وهو يك ويكون الرقم (5 08 لكيه في الصف الثاني هو انرقم المحوري 
عناصر العمود الذي به المتغير الداخل في الحل إلى أصفار كما يلي: 


00 
2,5 
R, = 8-251 


2, =10X, +12, 
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حدول السميلكن القالة» 


و ا الك اك بي 
| نه | x x {Sr | © | A‏ 


ويلاحظ أن | الصف ETE‏ 0 المثالية لم ترد ب به قيم 
سالبة وأن جميع الحدود موجبة أو صفرية ولذلك فإنه: 


,8 = X1 
1,8 = X2 
.276 أقل تكلفة هي‎ 
مثال (2) أوجد الحل الأمثل للنموذج التالي:‎ 
دالة الهدف:‎ - 
Min C = 6XKı + 4X2 + SK; 
Subject to: القيود:‎ - 
3X1 + 2X2 + X7 ح‎ 0 
4X1 + X2 + 3X73 >40 
2X1 + 2X2 + 2X3 > 300 
شرط عدم السلبية:‎ 


All Real Variable 0ح‎ 
Xı, X2, X3, 20 


استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج البرمجة الخطية 


تحويل المتباينات إلى معادلات بطرح المتغيرات الراكدة ()عهاك) 
وإضافة المتغيرات الاصطناعية (1[هن60د). 

Min C = 61), + 4X2 + 8X; + 0S1 + 0S2 + و05‎ + MA, + 7142 + MA; 
Subject to: 

3X1 + 2X2 + ول‎  ىر‎ + A1 = 20 

410 + X2 + 3X5 - وى‎ + A2 - 0 

2X1 + 2X2 + 2X; - و4 + وى‎ = 300 

شرط عدم السلبية: 
Xı, X2, X3, S1, S2, S3, A1, A2, A3 20‏ 


لاط لط لا 
Real Slack Artificial‏ 


إعداد 0 السمبلكس الأول: 


15 ا لاي د 
ا 


53 Aı 1 2000 
1 4000 
3000 

EES 


TE ETE OTE ETS ECS ES SERED 
| ك-21‎ kew] 4m [sm | 051 051051919191 


حيث أن أكبر رقم سالب في صف اختبار المثالية هو 6-90۷ يقع في 
العمود الأول ولذا فإن المتغير ,× هو المتغير الداخل في الحل ولتحديد 
المتغير الخارج من الحل نقوم بقسمة قيم المتغيرات الأساسية على 
معاملات المتغير الداخل في الحل (العمود الأول) كما يلي: 


R= س‎ = 7 


R, 2 0 


R, 2 0 


نختار أصغر ناتج قسمة وهو 666.67. 


وک سد صر وس معد رکا 077 


فيكون الرقم (3) هو الرقم المفتاح (وه1) أو الرقم المحوري )۲¡۷0٤(‏ 
ويتم تحويل هو الرقم إلى واحد صحيح وباقي الأرقام في العمود إلى 
أصفار كمايلي. 


جدول السمبلكس الثاني: 


|o |o mmm‏ 0 | قلكلكان 


1 
666.67 


ا 5 


| 1000000[ 0[ 0 ك5 [u]‏ 0[ نض قنك القت 3 ل ك1 
وهو الصف الأخير كد یر را رقم سالب وهو 300 - 6) ت لعمود 
الثالث وبذلك فإن المتغير (ب») هو المتغير الداخل في الحل ويتم تحديد 


0 - اا = 
3 
1333 
0 ے ا = ر 
3 
67 166 _ 


=0 


استخدام طريقة السمبلكس في حل نماذج البرمجة الخطية 


نختار أصغر ناتج وهو 800 وبذلك فإن الرقم 8 هو الرقم المحوري 
3 


(الرقم المفتاح) حيث يتم تحويل هذا الرقم إلى واحد صحيح وباقي أرقام 
العمود الذى يمال لیر الداخل في الحل إلى أصفان: 


R2 = > 

3 
1 - 
لان 
4 ب 
E 2‏ 


حدول:السميلكين القالت: 
پو ا )9 الي اة 


201 S&S | S& |S | A | A4: | 


14 2M -18 4M -14 2M 18 4M 
پر | س‎ | 8000 
ZI -2+2M 5 5 5 5 -M 5 5 5 4 


من الجدول السابق يتضح أن الصف الأخير (صف اختبار المثالية ما 
زال به قيم سالبة وهي 2084 - 6) ولذلك فإنه يتم إدخال المتغير جا في الحل 
ولتحديد المتغير غير الأساسي الخارج من الحل: 


40 = 
f, = 8 = 0‏ 
وود للدي ير 
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لأنه هو الصف الذي يقابله أقل خارج قسمة موجب لعمود قيم المتغيرات 
الأساسية على عمود مفتاح الحل. 


ويكون الرقم (2) هو مفتاح الحل حيث يتقاطع عنده كل من عمود الحل 


ATE 
حيث يتم تحويل الرقم (2) إلى واحد وباقي عناصر العمود إلى أصفار‎ 
Rk 
9 
Rı - بك - )ل‎ 
R2 - ري‎ +R, 


i.‏ س لماكل لمان البرسجة لخدي 


جدول السمبلكس الرابع: 
all lel olo o mm | |‏ 


ا 

10600 
DEBE EHB HES 

Z2] - €] 


يلاحظ أن الجدول السابق لا يمثل الحل الأمثل لوجود قيم سالبة في 
صف اختبار المثالية (الصف الأخير أسفل المتغير ,و وهو الرقم “= مما 
يعني أن هناك فرصة أخرى لتخفيض التكاليف. ١‏ 

وبذلك فإن العمود ,5 هو عمود الحل ويتم تحديد المتغير الخارج من 


الحل كما يلي: 
R= - 0‏ 
3 - 1100 = رR‏ 
0 
300 


Ry = iT -0 
5 


وبذلك فإن الرقم 2 .هو الرقم المحوري لأنة يمثل أقل قيمة موجبة 
5 


وبذلك فإن المتغير الداخل في الحل هو ,8 والمتغير الخارج من الحل هو 
كز وبالتالي فإنه يتم إعداد جدول السمبلكس الخامس. 


5 31 531 1535 22231523 كا 
Cj S.V‏ 
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7666.6 
2j - زه‎ 


من الجدول السابق يتضح أنه يمثل الحل الأمثل» حيث أنه لا توجد قيم 
سالبة في صف اختبار المثاليةء وكذلك عدم احتواء رقم التكاليف النهائي على 
المعامل (2) المتناهي في الكبر وذلك لعدم وجود أية متغيرات اصطناعية 
ضمن متغيرات الحل وبذلك فإن ,× = 3833,» ينا = 67666, وأقل تكلفة 
تكون 67666.. 


المشكلة المقابلة (الثنائية 
Dual Problem‏ 
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الفصل الرابع 
المشكلة المقابلة (الثنائية) 
Dual Problem‏ 

1- مقدمة: 

إن المشاكل التي تم صياغتها بأسلوب البرمجة الخطية يطلق عليها 
النماذج الأولية (2100615 اهصذإ۲) ومن الممكن إعادة صياغة النموذج 
الأولي بأسلوب آخر يطلق عليه النموذج المقابل (الثنائي) ua1(‏ إذ أن 
لكل نموذج ة ا 
تتوافق عادة مع مشكلة من نوع الحد الأدنى (تخفيض) وهذا ما نجده 
بالنموذج نفسه»ء حيث أن دالة الهدف في مشاكل التعظيم (الحد الأعلى) 
تأخذ شكل :]0 وفي نفس النموذج نجد أن الموارد تأخذ قيود في 
صوره ة أقل من أو يساوي (>) بينما دالة الهدف في مشاكل التخفيض (الحد 
الأدنى) تأخذ شكل (ہM)‏ وفي نفس النموذج نجد أن الموارد تأخذ قيود في 
صوره ة أكبر من أو يساوي (<)2» ولهذا فإن المشكلة الأصلية أو النموذج 
الأصلي في أسلوب البرمجة الخطية إذا كان من نوع الحد الأعلى فإن 
هناك مشكلة مناظرة له من نوع الحد الأدنى تسمى المشكلة الثنائية أو 
المشكلة المقابلة. 


1- إذا كانت المشكلة الأولية تمثل مشكلة الحد الأعلى (تعظيم) فإن المشكلة 
الثنائية تكون مشكلة الحد الأدنى (تخفيض) والعكس. 

2- إن ثوابت الربح زع في المشكلة الأولى تحل محل الثوابت (ثوابت 
الموارد) في المشكلة الثنائية والعكس. 

3- إذا كانت المشكلة الأولية تستلزم علاقة (>) فإن المشكلة الثنائية تستلزم 

4 في المتباينات فن المعاملات الموجودة من اليسار إلى اليمين توضع 
في المشكلة الثنائية من أعلى إلى أسفل. 


المشكلة المقابلة (الثنائية) 


5- هناك مجموعة من المتغيرات الجديدة تظهر بالمشكلة الثنائية تحل محل 
متغيرات المشكلة الأصلية أو الأولية. 

6- عدد المتغيرات في المشكلة الأولية (الأصلية) يساوي عدد القيود في 
المشكلة الثنائية» فمثلاً إذا كان لدينا عدد ‏ من المتغيرات .... , 3 ,,)) 
(,× فى المشكلة الأصلية أو الأولية» فإن عدد القيود فى المشكلة الثنائية 
سوف يساوي (م) عدد المتغيرات. 1 

7- عدد القيود في المشكلة الأولية (الأصلية) يساوي عدد المتغيرات في 
المشكلة الثنائية» فمثلاً إذا كان لدينا عدد من المتباينات ..... ,ر8 ,:5) 
ره عدد (م) من القيود فإن عدد المتغيرات في المشكلة الثنائية يساوي 
عدد القيود في المشكلة الأصلية (م). 1 

8- إن ثنائية المشكلة الثنائية سوف يرجع بالمشكلة إلى المشكلة الأصلية 
(الاولية) كما هي. 

9- يساعد نموذج المشكلة الثنائية على التوصل إلى الحل بصورة أسرع 
في بعض الآحيان حيث أن طريقة حل المشكلة الثنائية يستلزم خطوات 
رياضية أقل تعقيد من الخطوات اللازمة لحل المشكلة الأولية. 

0- يمكن إيجاد الحل الأمثل في النموذج المقابل عند وجود متغير أساسي 
في النموذج ذو قيمة سالبة. 

3- صياغة المشكلة الثنائية: 
إذا كان لدينا المشكلة التالية: 

Max Z = bıxı + 2 
Subject to: 
aııX1 + d12X2 SRI 


R2‏ > 02222 + 21ر02 


X1, X2 20‏ 
فإنه يتم صياغة النموذج المقابل أو المشكلة الثنائية كما يلي: 
Min C = RıYı + R2Y2‏ 


Subject to: 
aııyı + dı2y2 2bı 


aı2yı + 0222 2 b2 
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Y1, J2 20‏ 
وبناء على ذلك فإنه إذا كانت الصيغة العامة للبرمجة الخطية على 
الصورة (الصيغة العامة للمشكلة الأولية). 
Max Z= S0x‏ 
1= 


Subj.to : 


حيبت أن: 


فإن الصيغة العامة للمشكلة المقابلة )ا لمشكلة الثنائية): 
Max Z= by;‏ 
i=1‏ 


Subj.to: 


حيت أن: 
4- تطبيقات على تحويل المشكلة الأولية (Primal)‏ الس 
المشكلة الثنائية (171121): 
مثال (1) حول المشكلة الأولية التالية إلى المشكلة الثنائية المقابلة: 
Max Z = 54x1 + 80x2‏ 
Subject to:‏ 
5x1 + 20x2 < 400‏ 
10x1 + 15x2 < 450‏ 


X1, X2 20 


المشكلة المقابلة (الثنائية) 


خطوات الحل: 
يتم تحويل المشكلة الأولية إلى المشكلة الثنائية المقابلة كما يلي وذلك 
بوضع الثوابت مكان عوامل متغيرات دالة الهدف وتحويل :]3 إلى نM.‏ 
Min C = 400y1 + 450,2‏ 
Subject to:‏ 
5y + 10y2 254‏ 
20y1 + 15y2 <0‏ 


y1 J2 20‏ 
مثال (2) حول المشكلة الأولية التالية إلى المشكلة المقابلة (الثنائية): 
Min C = 28x1 + 50x2 + 60%3‏ 


Subject to: 
2x1 + x2 + 3x3 0 
6x1 + 2x2 + 3x3 <0 
X1, X2, X3 20 
خطوات الحل:‎ 
يتم تحويل المشكلة الأولية من نوع الحد الأدنى إلى مشكلة ثنائية من‎ 
نوع الحد الأعلى وذلك كما يلي:‎ 
Max Z = 30y + و40‎ 
Subject to: 
2y1 + 6y2 > 8 


y1 + 22 >0‏ 
0 > 2ر3 + 1ر3 
yı y2 20‏ 
مثال (3): حول المشكلة الأولية التالية إلى المشكلة المقابلة (الثنائية): 
Max Z = 20x1 + 15x2 + 10x3‏ 


Subject to: 


2x1 + 2x2 + 3× > 50 
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4x2 + 5x3 > 0‏ 
X1, X2, X3 <0‏ 
خطوات الحل: 
يتم تحويل المشكلة الأولية من نوع الحد الأعلى إلى مشكلة ثنائية من 
نوع الحد الأدنى وذلك كما يلي: 
Min C = 5O0y1 + 4092‏ 
Subject to:‏ 
2y1 >20‏ 
2y1 + 42 215‏ 
5y2 > 0‏ + 1ر3 
y1, y2 0‏ 
5- حل المشكلة الثنائية (المشكلة المقابلة): 
يتم استخدام الطريقة البيانية أو طريقة السمبلكس لحل المشكلة الثنائية. 
مثال (1) حول المشكلة الأولية التالية إلى المشكلة الثنائية ثم الحل: 
Max Z = 4x1 + 2‏ 
Subject to:‏ 
xı + 2x2 > 0‏ 
6x1 + 6x2 > 0‏ 
8x1 + 4x2 > 0‏ 


X1, X2 20 
خطوات الحل:‎ 
Min C = 10yı + 30y2 + 40y3 


Subject to: 
yı + 6y2 + 8y3 <4 
2y1 + 6y2 + وول‎ <5 


y1, y2, J3 20‏ 
تم الحل باستخدام طريقة السمبلكس كما سبق: 


المشكلة المقابلة (الثنائية) 


-تحويل المتباينات إلى معادلات وذلك بطرح المتغيرات الراكدة 
وإضافة المتغيرات الاصطناعية كما يلي: 
- دالة الهدف: 
Min C = 10yı + 30y2 + 40y3 + 0S1 + 0S2 + MA + 42‏ 
- القيود: 
Subject to:‏ 
yı + 6y2 + 8y3— S1 + A1 =4‏ 
د = 2y1 + 6y2 + 4y - $2 + A2‏ 
شرط عدم السلبية: 20 Y1 772, (73, S1, S2, A1, A2‏ 
إعداد جدول السمبلكس الأول: 


9 وك اع ا 3ك انك لتك الك يو 
ا ا ع سا 


arate r r | #0 [ 
ا م م‎ 


ثم يكمل الحل كما سبق في مشكلة التخفيض. 
مثال (2): حول المشكلة الأولية التالية إلى المشكلة الثانية ثم الحل: 
و5 + Min C = 12x1 + 20x2‏ 
Subject to:‏ 


2x1 + 3x2 + 2x3 2 60 
3X1 + 4x2 + 5x2 < 0 
X1, X2, X3 20 
خطوات الحل:‎ 
-يتم تحويل مشكلة الحد الأدنى إلى مشكلة الحد الأعلى كما يلي:‎ 
Max Z = 60yı + 100 
Subject to: 
2y1 + 2ر3‎ > 2 
3y1 + وول‎ >35 
2y1 + 5y2 >25 
yı y2 20 
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يتم الحل باستخدام طريقة السمبلكس كما يلي: 
1- تحويل المتباينات إلى معادلات بإضافة المتغيرات الراكدة كما يلي: 


دالة الهدف: 
و5 + Max Z = 6y1 + 100y2 + 05 + 0S2‏ 
القيود: 
Subject to:‏ 
2y1 + 3y2 + 51 = 2‏ 
0 = 82 + وول + 3y‏ 
25 = وى + 2y1 + 5Y2‏ 
شرط عدم السلبية: 


Y1, 772, ¥3, 31, ,ول‎ 33 <0 


2- إعداد جدول السمبلكس الأول كما يلي: 


لس 77 
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